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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 Цель этой книги – сосредоточить внимание на основных законах 
механики и совместить в одном учебном пособии изложение принципов теории 
и практику решения задач. Задачи тесно связаны с основным текстом и 
являются его развитием и дополнением, и это позволяет охватить большой 
практический диапазон приложений изучаемых законов и физических явлений. 
При изложении теоретического материала авторы стремились исключить все 
второстепенное и рассмотреть вопросы, имеющие принципиальное значение 
при изучении механики, а также представляющие трудности при изучении 
этого раздела физики. 
 Книга содержит две части. В первой рассмотрены вопросы классической 
(нерелятивистской) механики в рамках ньютоновских представлений. Вторая 
посвящена изложению основных положений и понятий специальной теории 
относительности. В каждой главе сначала излагается теория вопроса, а затем на 
ряде интересных в физическом отношении задач показывается, как следует 
подходить к их решению. В качестве базового был выбран задачник                
И. Е. Иродова «Задачи по общей физике». Это учебное пособие, 
предназначенное для студентов инженерно-физических специальностей, уже 
выдержало большое количество изданий и, на наш взгляд, содержит множество 
задач, имеющих глубокий физический смысл, для решения которых 
необходимо осмысленно применять багаж накопленных теоретических знаний. 
 Авторы стремились по возможности освободить изложение от излишней 
формализации и громоздких математических расчетов, заменяя их при 
возможности различными модельными представлениями, упрощающими 
факторами и частными случаями.   
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ВВЕДЕНИЕ  
 Мир изученных к настоящему времени явлений характеризуется очень 
широким диапазоном расстояний, промежутков времени и скоростей движения. 
Так, размер части Вселенной, доступной для наблюдений с помощью 
современных приборов, составляет величину порядка 1026 м. Время 
существования Вселенной оценивается по последним данным в 13,7 
миллиардов лет, то есть примерно в 1018 с. Эти цифры дают представление о 
том, что физики называют самыми большими расстояниями и временами. 
 С другой стороны, размер атомного ядра имеет порядок величины 10-15 м. 
В экспериментах на современных ускорителях структура элементарных частиц 
исследуется до расстояний 5·10-18 м. Комбинированными радиотехническими 
средствами удается измерять времена жизни нестабильных элементарных 
частиц до 10-12 с. Это потрясающе малые расстояния и времена! 
 Естественным масштабом скоростей в природе является скорость света в 
вакууме  с = 3·108 м/с. Ее фундаментальное значение определяется тем, что она 
является  предельной скоростью движения любых материальных объектов и 
передачи взаимодействия. Если скорость тела много меньше скорости света, то 
движение является  нерелятивистским, в противном случае движение носит 
релятивистский характер, и для его описания используют  специальную 
теорию относительности.  
  Характер законов движения качественно различен для больших и малых 
пространственно-временных масштабов (макромир и микромир). Движение 
макроскопических тел подчиняется классическим законам, в то время, как 
поведение микрочастиц (например, электронов в атоме) носит квантовый 
характер и описывается законами квантовой механики.  
 По современным представлениям механика, цель которой заключается в 
изучении законов перемещения тел в пространстве, подразделяется на 
классическую и квантовую, и в пределах каждой из них на релятивистскую и 
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нерелятивистскую. Свойства пространства и времени с учетом существования 
предельной скорости  с  рассматриваются в теории относительности, которая 
подразделяется на специальную и общую. Общая теория отличается от 
специальной учетом эффекта искривления мирового пространства, 
обусловленного силами тяготения. 
 Нерелятивистская механика значительно проще релятивистской, а 
классическая несравненно проще квантовой. Поэтому, всюду, где это 
допустимо, стараются пользоваться нерелятивистской классической механикой. 
Законы классической механики являются теоретической базой многих 
технических наук и небесной механики. Законы квантовой механики 
составляют основу атомной и ядерной физики. Их изучение не будет входить в 
круг задач данного курса. 
 Положение тела в пространстве может быть определено только по 
отношению к каким-либо другим телам. Тело, которое служит для определения 
положения интересующего нас тела, называют телом отсчета. Для описания 
движения с телом отсчета связывают систему координат, обычно декартову. 
Далее, так как движение происходит не только в пространстве, но и во времени, 
то для его отсчета требуются часы. Все это образует  систему отсчета. 
Понятие системы отсчета является фундаментальным в физике. 
Пространственно-временное описание движения возможно только тогда, когда 
выбрана определенная система отсчета.  
Реальные движения тел настолько сложны, что, изучая их, необходимо 
отвлечься от несущественных для рассматриваемого движения деталей. С этой 
целью используют понятия, применимость которых зависит от конкретного 
характера интересующей нас задачи. Среди таких понятий важную роль играет 
понятие материальной точки (или частицы).  Материальной точкой  называют 
тело, формой и размерами которого можно пренебречь в условиях данной 
задачи.  
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Часть 1. КЛАССИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 
Глава 1. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МЕХАНИКИ 
 §1.1. Кинематика поступательного движения 
 Положение точки относительно системы отсчета можно задать либо при 
помощи координат, либо посредством радиус-вектора r  – вектора, 
выходящего из начала координат и заканчивающегося в данной точке (рис. 1.1). 
Радиус-вектор имеет проекции 
 , ,  ,r x y z  
совпадающие с координатами точки, 
и может быть представлен в виде 
 ,r xi yj zk    
где i , j  и  k  – орты координатных 
осей x, y и z. Модуль радиус-вектора 
равен 
2 2 2  .r x y z    
При движении частицы конец радиус-вектора описывает траекторию 
(рис. 1.2). Расстояние s, пройденное частицей по ее траектории – путь. Это 
скалярная положительная величина, 
не убывающая со временем.  
Пусть за время Δt частица 
совершила перемещение из точки 1 в 
точку 2 (рис. 1.2). Вектором 
перемещения Δr  называется вектор, 
проведенный из точки 1 в точку 2. Он 
равен 
2 1Δ  .r r r   
Рис. 1.1 
r
r 
A 
x 
x 
y y 
z 
z 
Рис. 1.2 
Δr  1
r
r1 
2r  
s 1 
2 
x 
y 
z 
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Отметим, что модуль вектора перемещения и путь совпадают в единственном 
случае – когда частица движется по прямой и не меняет направление своего 
движения. 
 Средней скоростью v  частицы за время Δt называют отношение 
Δ
 .
Δ
r
v
t
  
Направление вектора средней скорости совпадает с направлением вектора 
перемещения. При уменьшении интервала времени  Δt  (и, соответственно, 
вектора перемещения Δr ) средняя скорость превращается в мгновенную 
скорость v , которая является производной радиус-вектора по времени: 
Δ 0
Δ
lim  
Δt
r dr
v r
t dt
    
Вектор мгновенной скорости (мы будем говорить просто – вектор скорости) 
можно представить в виде 
,x y zv v i v j v k    
где ' / ,   ' /  ,   ' /  .x y zv x dx dt v y dy dt v z dz dt       
Модуль скорости находим по формуле 
2 2 2  .x y zv v v v    
Отметим, что вектор скорости всегда направлен по касательной к траектории  
и характеризует быстроту перемещения частицы. 
 Пусть за время Δt скорость частицы испытала приращение с. Средним 
ускорением  a  частицы за время Δt называют отношение 
Δ
 .
Δ
v
a
t
  
Переходя к пределу, получим мгновенное ускорение частицы: 
Δ 0
Δ
lim '  .
Δt
v dv
a v
t dt
    
Его можно представить в виде 
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 ,x y za a i a j a k    
где / ,   / ,  / .x x x y y y z z za v dv dt a v dv dt a v dv dt          
Модуль ускорения находим по формуле 
2 2 2 .x y za a a a    
Ускорение характеризует быстроту изменения скорости со временем. 
 
 Пример. Частица движется вдоль оси х с постоянным ускорением ах. В 
начальный момент времени она имела координату х0 и скорость v0. Найти 
зависимость от времени ее скорости vx и координаты х . 
 
 Как мы только что видели, / ,x xa dv dt  то есть .x xdv a dt
Проинтегрируем это равенство 
0
0
v tx
x x
v
dv a dt   
и получим зависимость скорости частицы от времени: 0 .x xv v a t   Аналогично 
найдем ее координату: / ,   ,x xv dx dt dx v dt   
 
0
0
0
,
x t
x
x
dx v a t dt    
2
0 0 .
2
xa tx x v t    
 Рассмотрим поступательное движение частицы по криволинейной 
траектории (рис. 1.3). Представим вектор 
скорости v  в виде τv v , где τ – 
единичный вектор, направленный по 
касательной к траектории. Вычислим 
Рис. 1.3 
v  
τ  
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ускорение, с которым движется частица по формуле 
 
τ
τ τ
τ .n
d vdv dv d
a v a a
dt dt dt dt
                                    (1.1) 
Мы получили важный результат – ускорение, с которым движется частица, 
(будем называть его полным ускорением) можно представить в виде суммы 
двух слагаемых. Первое из них мы назовем  тангенциальным ускорением:  
τ τ.
dv
a
dt
                                                     (1.2) 
Это ускорение направлено по касательной к траектории и характеризует 
изменение скорости по величине. Действительно, если скорость постоянна по 
модулю, то  аτ = 0. Второе слагаемое называется  нормальным ускорением: 
τ
.  n
d
a v
dt
                                                  (1.3) 
С ним все не так просто. Его направление определяется вектором τ /d dt , и для 
того, чтобы его найти, рассмотрим очевидное равенство ττ 1 и 
продифференцируем его по времени: 
 ττ 0,
d
dt
  
τ
2τ 0 .
d
dt
  
Мы получили скалярное произведение векторов  τ   и τ / ,d dt  и оно равно нулю. 
Это означает, что эти вектора взаимно 
перпендикулярны. Следовательно,  
нормальное ускорение перпендикулярно 
тангенциальному (рис. 1.4) и 
характеризует изменение скорости по 
направлению. Действительно, если 
вектор скорости не меняет своего 
направления, то и направление вектора  
τa  
na  
a  
Рис. 1.4 
v  
10 
 
 
τ  меняться не будет, и производная τ / 0.d dt   Нам осталось определить 
модуль нормального ускорения. Его строгий вывод мы сделаем в следующем 
параграфе, а сейчас лишь запишем формулу: 
2
,n
v
a
r
                                                     (1.4) 
где  r – радиус кривизны траектории в данной точке. 
 Найдем модуль полного ускорения частицы 
22 2
2 2
τ  .n
dv v
a a a
dt r
  
      
   
 
 В заключение рассмотрим несколько характерных типов движений. 
1. Равномерное прямолинейное движение:  аτ = 0, ап = 0, а =0. 
2. Прямолинейное движение с переменной скоростью:  аτ ≠ 0, ап = 0, а = аτ. 
3. Равномерное движение по окружности:  аτ = 0, ап ≠ 0, а = ап. 
 
 §1.2. Кинематика вращательного движения 
 Для описания вращательного движения точки необходимо задать 
направление оси, относительно которой происходит вращение, и величину угла 
поворота Δφ. Сделать это можно, введя 
вектор угла поворота Δφ (рис. 1.5).  
Этот вектор направлен вдоль оси вращения и 
его ориентация определяется правилом 
правого винта, а его модуль равен величине 
угла Δφ. Векторы, направления которых 
зависят от направления вращения, называются 
псевдовекторами или аксиальными 
векторами. 
 Угловой скоростью ω  называется 
Рис. 1.5 
Δφ 
Δφ  
ω  
1 
2 
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векторная величина, равная первой производной угла поворота по времени: 
0
Δφ φ
ω lim φ  .
Δt
d
t dt
    
Вектор  ω   также направлен вдоль оси вращения по правилу правого винта, то 
есть так же, как вектор  Δφ . 
 Угловым ускорением  ε   называется векторная величина, равная первой 
производной угловой скорости по времени: 
ω
ε .
d
dt
  
 Вектор ε  направлен вдоль оси вращения, но его ориентация зависит от 
знака 
ωd
dt
. если угловая скорость возрастает (dω > 0), то вектор ε  сонаправлен с 
вектором ω , в противном случае он имеет противоположную ориентацию. 
 Установим связь между скоростью движения частицы по окружности (мы 
назовем ее линейной скоростью v) и угловой скоростью ω. Для этого 
рассмотрим бесконечно малое перемещение частицы  dl  по дуге окружности 
радиуса  r  (рис. 1.6). Учитывая, что 
угол dφ бесконечно малый, 
перемещение  dl  можно представить в 
виде φ.dl rd  Разделим обе части 
этого равенства на промежуток 
времени  dt, в течение которого это 
перемещение произошло: 
φdl d
r
dt dt
  
и получим  
ω.v r                                                         (1.5) 
Эту формулу можно записать в векторном виде 
 ω ,   .v r  
Рис. 1.6 
dφ 
r 
v
v 
dl 
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Найдем связь между тангенциальным и угловым  ускорениями. Это легко 
сделать, продифференцировав формулу (1.5) по времени: 
ω
 ,
dv d
r
dt dt
  
τ ε .a r                                                        (1.6) 
Следует, однако, иметь в виду, что эта формула получена при условии, что  r – 
постоянная величина, то есть частица движется по окружности. 
 Выведем формулу для модуля нормального ускорения (то, что мы не 
сделали в предыдущем параграфе). Рассмотрим частицу, которая движется по 
криволинейной траектории (рис. 1.7). Пусть в момент времени  t  частица 
находилась в точке 1, а затем за время dt совершила бесконечно малое 
перемещение в точку 2. При этом вектор  τ  , направленный по касательной к 
траектории, повернулся на угол  dφ, и испытал при этом приращение dr . Пусть 
точка  О – центр кривизны траектории в данной точке, и  r – радиус кривизны. 
Как видно из рис. 7, τ τ φ φ .d d d    Разделим это выражение на  dt  
 
τ φ
ω .
d d
dt dt
   
Рис. 1.7 
τ  
τ  τd  
dφ 
dφ 
О 
r 
1 
13 
 
 
Тогда, в соответствии с формулой (1.3) 
2
2τ ω ω  . n n
d v
a a v v r
dt r
                                          (1.7) 
 Задачи к главе 1. 
 Задача 1.1. Радиус-вектор частицы меняется со временем по закону 
  1 α ,r bt t   где b  – постоянный вектор, α – положительная постоянная. 
Найти: 
а) скорость  v  и ускорение a  частицы в зависимости от времени; 
б) промежуток времени Δt, по истечении которого частица вернется в исходную 
точку, а также путь  s , который она пройдет при этом. 
 
 Решение. Ответ на первый вопрос получим, взяв производные по 
времени: 2α ,    2α .v r b bt a v b        Промежуток времени Δt , по истечении 
которого частица вернется в исходную точку, найти легко: r  = 0 при t = 0 
(начало движения) и при t = 1/α. Для того, чтобы найти путь, проще всего 
поступить так. Направим ось х в направлении вектора b , и тогда уравнение, 
данное в условии запишется так:  1 α .x bt t   При этом 2α , xv b bt   
2α .xa b  Движение равнозамедленное – частица дойдет до точки с 
координатой xm и повернет назад. Найти эту точку легко: при x = xm, vx = 0, то 
есть  t = 1/2α . Итак,  s = 2xm = b/2α. 
 
 Задача 1.2. Частица движется в положительном направлении оси х так, 
что ее скорость меняется по закону α ,v x  где α – положительная постоянная. 
Имея в виду, что в момент t = 0 она находилась в точке х = 0, найти: 
а) зависимость от времени скорости и ускорения частицы; 
б) среднюю скорость частицы за время, в течение которого она пройдет первые 
s метров пути. 
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 Решение. Перепишем уравнение, данное в условии, в виде / α ,dx dt x  
преобразуем его 
α .
dx
dt
x
  
Проинтегрируем это выражение и найдем х: 
0 0
α ,
x t
dx
dt
x
   
2 α ,x t  
2 2α
.
4
t
x   
 Ответим на первый вопрос задачи: 
2 2α α
,    .
2 2
t
v x a v      
Для ответа на второй вопрос вспомним, что средняя скорость определяется 
формулой 
2α 1 1
α α .
4 2 2
x t
v x s
t
      
 
 Задача 1.3. Трамвай движется прямолинейно от остановки А до 
следующей остановки  В с ускорением, меняющимся по закону a b cx  , где b  
и с – положительные постоянные, а  х – его расстояние от остановки А. Найти 
расстояние между этими остановками и максимальную скорость трамвая. 
 
 Решение. Преобразуем ускорение в левой части равенства к виду  
.
dv dv dx dv
a v
dt dx dt dx
    
Тогда формула в условии задачи принимает вид, удобный для интегрирования: 
  ,vdv b cx dx   
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 
0 0
,
v x
vdv b cx dx    
2 2
,
2 2
v cx
bx   
 2 .v b cx x   
Отсюда сразу видно, что расстояние между остановками s соответствует 
значению х, при котором 0v  , то есть 2 /s b c . Максимальную скорость 
можно найти из условия  𝑑𝑣 𝑑𝑥⁄ = 0  , но можно поступить проще. Легко 
сообразить, что максимальная скорость будет при / 2 /x s b c  , то есть 
.m
b
v
c
  
  
 Задача 1.4. Радиус-вектор точки А относительно начала координат 
меняется со временем по закону 
2α β ,r ti t j   где  α и  β – постоянные. Найти: 
а) уравнение траектории точки  у(х); 
б) зависимости от времени векторов скорости и ускорения точки и модулей 
этих величин; 
в) зависимость от времени угла  φ  между векторами  a   и  v . 
 
 Решение. Запишем выражение для радиус-вектора в виде  r xi yj   и 
сопоставим его с формулой из условия задачи:  x = αt,  y = βt2, и получим ответ 
на первый вопрос задачи:  y = βx2/α2. 
 Ответим на второй вопрос: 
α ,  2β  ,  α 2β  , x y x yv x v y t v v i v j i tj          
2 2 2 2 2α 4β .x yv v v t     
2 20,  2β,   2β ,   2β.x x y y x ya v a v a j a a a         
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 Ответ на третий вопрос связан с определением скалярного произведения 
двух векторов. С одной стороны  av  = avcosφ, а с другой  av  = axvx + ayvy . 
Таким образом 
2
1
cosφ .
α
1
2β
x x y ya v a v
av
t

 
 
  
 
 
 
 Задача 1.5. Частица движется в плоскости ху с постоянным ускорением  
a , направление которого противоположно положительному направлению оси  
у. Уравнение траектории частицы имеет вид у = αх – βх2, где α и β – 
положительные постоянные. Найти скорость частицы в начале координат. 
 
 Решение. Как следует из условия задачи, ускорение частицы имеет 
компоненты  ах = 0,  ау = – а. Это значит, что движение в направлении оси  х – 
равномерное, и его можно записать в виде  x = vxt , где  vx – скорость движения 
в направлении оси  х. Тогда 
2 2 2α β  ,    α 2β  .x x y x xy v t v t v v v t     
В начале координат точка будет в момент  t = 0, поэтому 
2 2 2
0 1 α .x y xv v v v     
Мы не знаем  vx. Найдем его так: 
2–2β – ,y y xa v v a   то есть  
,
2β
x
a
v   
и мы получаем ответ: 
 2
0
1 α
.
2β
a
v

  
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 Задача 1.6. Воздушный шар начинает подниматься с поверхности земли. 
Скорость его подъема постоянна и равна v0. благодаря ветру шар приобретает 
горизонтальную составляющую скорости vx = αy, где α – постоянная; у – высота 
подъема. Найти зависимости от высоты подъема: 
а) величины сноса шара x(y); 
б) полного, тангенциального и нормального ускорений шара. 
 
 Решение. По условию  y = v0t,  vx = αv0t, то есть 
0α   ,dx v t dt  
0
0 0
α ,
x t
dx v tdt   
2
2
0
0
1 α
α .
2 2
y
x v t
v
   
 Для ответа на второй вопрос задачи поступим так: 
2 2
0 0α ,    0,    α , x x y x ya v v a a a a v       
 
2
22 2 2
0 0 τ
2
0
α
α ,     ,
α
1
x y
dv y
v v v v t v a
dt
y
v
     
 
  
 
 
2 2 0
τ
2
0
α
.
α
1
n
v
a a a
y
v
  
 
  
 
 
 
 Задача 1.7. Радиус-вектор, характеризующий положение частицы 
относительно неподвижной точки  О, меняется со временем по закону 
sinω cosω ,r a t b t   
где a  и b  – постоянные вектора, причем a b , ω – положительная постоянная. 
Найти ускорение частицы и уравнение ее траектории у(х), взяв оси х и у 
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совпадающими по направлению с векторами a  и b  и имеющими начало в 
точке О. 
 
 Решение. Дважды продифференцировав радиус-вектор по времени, 
найдем ускорение частицы 
 2 2ω sinω cosω ω ,a a t b t r      
то есть вектор ускорения все время направлен к точке  О и пропорционален 
частицы до этой точки. 
 Теперь найдем уравнение траектории. Спроецируем радиус-вектор на оси 
х и у и получим sinω ,    cosω .x a t y b t   Далее все просто: 
2
2
sinω ,   cosω 1 ,
x x
t t
a a
    
2 2 2
2 2 2
1 ,   1.
y x x y
b a a b
     
Мы получили уравнение эллипса с полуосями  а  и  b. 
 
 Задача 1.8. Точка движется по окружности со скоростью  v = αt, где  
α = 0,50 м/с2. Найти ее полное ускорение в момент, когда она пройдет  п = 0,10 
длины окружности после начала движения. 
 
 Решение.  Полное ускорение определяется по формуле 2 2τ ,na a a   
τ ' α.a v   Найдем  ап . Вспомним формулу   
2 2 2
0
τ
.
2 2α
v v v
s
a

   
Пусть радиус окружности  r. Тогда  s = n2πr  и  
2
4π α.n
v
a n
r
   
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Получим ответ 
 
2 2α 1 4π 0,8  м/с .a n    
 
 Задача 1.9. Колесо вращается вокруг неподвижной оси так, что угол его 
поворота зависит от времени как 2φ ,βt  где β = 0,20 рад/с
2. Найти полное 
ускорение точки на ободе диска в момент  t = 2,5 с, если скорость точки в этот 
момент  v = 0,65 м/с. 
 
 Решение.  Полное ускорение определяется по формуле 2 2τ ,na a a    
2 2 2
τ ε 2β ,    ω 4β , na r r ra r t    то есть 
 22β 1 2β .a r t   
В этом выражении мы не знаем  r. Найдем его из условия 
τ ,    2β ,    .
2β
v v v
a r r
t t t
    
Получаем ответ 
 2 21 2β 0,7  м/с .va t
t
    
 
 Задача 1.10. Снаряд вылетел со скоростью v = 320 м/с, сделав внутри 
ствола п = 2,0 оборота.  Длина ствола l = 2,0 м. считая движение снаряда в 
стволе равноускоренным, найти его угловую скорость вращения вокруг оси в 
момент вылета. 
 
 Решение. Поскольку движение равноускоренное, можно записать два 
простых равенства:   
ω
,   φ ω .
2 2
v
l v t t t t       
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Из первого находим время движения снаряда в стволе 2 / ,t l v  а из второго –  
угловую скорость вращения вокруг оси в момент вылета: 
32φ φ 2πω 2,0 10  рад/с.
v nv
t l l
      
 Задача 1.11. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси по закону 
3φ ,at bt   где а = 6,0 рад/с, b = 2,0 рад/с
3. Найти: 
а) средние значения угловой скорости и углового ускорения за время до 
остановки; 
б) угловое ускорение в момент остановки тела. 
 
 Решение. Найдем зависимость угловой скорости от времени 
2ω φ' 3a bt    и определим момент остановки тела ост / 3 .t a b  Средняя 
угловая скорость определяется по формуле 
2ост
ост
ост
φ 2
ω 4 рад/с .
3
a
a bt
t
       
 Найдем зависимость углового ускорения от времени ε ω 6bt    и сразу 
найдем угловое ускорение в момент остановки тела:  
2
ост остε 6   2 3 12 рад/с .bt ab      
И, наконец, найдем среднее угловое ускорение. Проще всего это сделать так. 
Угловое ускорение возрастает (по модулю) линейно от нуля до остε ,  
следовательно 2остε ε / 2 3 6  рад/с  .ab      
 
 Задача 1.12. Твердое тело начинает вращаться вокруг неподвижной оси с 
угловым ускорением ε αt , где α = 2,0·10
-2
 рад/с3. Через сколько времени после 
начала вращения вектор полного ускорения произвольной точки тела будет 
составлять угол φ = 60° с ее вектором скорости? 
 
21 
 
 
 Решение. Угол φ (рис. 1.8) можно определить из соотношения 
2 2
τ
ω ω
tgφ .
ε ε
na r
a r
    
Угловую скорость найдем по формуле 
2
0
α
ω ε ,
2
t
t
dt   
и получим ответ 
3
4tgφ
7 с.
α
t    
 
 Задача 1.13. Твердое тело вращается, замедляясь, вокруг неподвижной 
оси с угловым ускорением ε ~ ω , где  ω – ее угловая частота. Найти среднюю 
угловую скорость тела за время, в течение которого оно будет вращаться, если 
в начальный момент времени его угловая скорость равна  ω0 . 
 
 Решение. Поскольку тело вращается, замедляясь, то его угловое 
ускорение – отрицательно, и его можно записать в виде ε α ω,   где α – 
положительная постоянная. Тогда 
ω
α ω,
d
dt
   
ω
α ,
ω
d
dt   
0
ω
ω 0
ω
α ,
ω
t
d
dt    
 02 ω ω α ,t    
2
0ω .
α
ω
2
t 
  
 
 
τa
aτ 
na  
a
a 
v
v 
Рис. 1.8 
φ 
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Найдем время, в течение которого оно будет вращаться: в момент остановки 
ω = 0 и ост 02 ω / α.t   За это время тело повернется на угол 
2 2 2 3ост ост
0 ост ост
0 0 ост
0 0
α ω αα
φ ω ω ω .
2 2 12
t t
t tt
dt dt t
 
      
 
   
Получим ответ: 
2 2
0 ост ост 0
0
ост
α ω α ωφ
ω ω  .
2 12 3
t t
t
       
 
 Задача 1.14. твердое тело вращается вокруг неподвижной оси так, что его 
угловая скорость зависит от угла поворота φ по закону 0ω ω αφ  , где ω0 и α – 
положительные постоянные. В момент времени 𝑡 = 0  угол 𝜑 = 0 . Найти 
зависимости от времени: 
а) угла поворота; 
б) угловой скорости. 
 
 Решение. Перепишем уравнение, данное в условии,  
0
φ
ω αφ,
d
dt
   
и приведем его к виду, удобному для интегрирования: 
0
φ
 ,
ω αφ
d
dt

 
φ
00 0
φ
α .
ω
φ
α
td
dt 
 
   
0
0
ω
φ
αln α  .
ω
α
t

 

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Обратим внимание на то, что это выражение имеет смысл лишь при 0
ω
φ
α
 . 
Отсюда 
0
α
0
ω
φ
α
ω
α
,te



 
 α0ωφ 1 .
α
te   
Мы видим, что, действительно, 0
ω
φ
α
 , причем 0
ω
φ
α
  при  t→ . 
 Зависимость угловой скорости от времени находим легко: 
α
0ω φ .ω
te   
 
 Задача 1.15. Точка движется замедленно по окружности радиуса r, 
причем так, что ее тангенциальное и нормальное ускорения в каждый момент 
равны по модулю. В начальный момент точке была сообщена скорость 0v . 
Найти скорость и модуль полного ускорения в зависимости от пройденного 
пути  s. 
 
 Решение. Так как движение замедленное, то τ 0a  , поэтому τ .na a    
2 / .na v r  Тангенциальное ускорение запишем в виде 
τ
dv dv ds dv
a v
dt ds dt ds
    
и тогда  
2
,
dv v
v
ds r
   
,
dv ds
v r
   
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0 0
1
,
v s
v
dv
ds
v r
    
0
ln ,
v s
v r
   
/
0 .
s rv v e  
 Учитывая, тангенциальное и нормальное ускорения в каждый момент 
равны по модулю, найдем модуль полного ускорения в зависимости от 
пройденного пути  s: 
22
2 /02 2 2 .s rn
vv
a a e
r r
     
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Глава 2. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ 
§2.1. Первый закон Ньютона. Инерциальные системы отсчета 
 В кинематике, где речь идет лишь об описании движений и не 
затрагивается вопрос о причинах, вызывающих эти движения, никакой 
принципиальной разницы между различными системами отсчета нет, и все они 
в этом смысле равноправны. Совершенно иначе обстоит дело в динамике – при 
изучении законов движения. Здесь обнаруживается существенное различие 
между разными системами отсчета и преимущества одних систем по сравнении 
с другими. 
Рассмотрим тело, не взаимодействующее с другими телами. Такое тело 
называется свободным. Для свободных тел справедлив первый закон 
Ньютона, являющийся обобщением всех известных в настоящее время 
опытных фактов. 
Он утверждает, что существуют системы отсчета, относительно 
которых свободные тела движутся равномерно  и прямолинейно или покоятся. 
Такие системы отсчета называются инерциальными (ИСО). 
 Опыт показывает, что и сами инерциальные системы могут быть связаны 
со свободными телами. Так, естественными инерциальными системами отсчета 
являются системы, связанные со звездами и, в частности, с Солнцем. В 
практических задачах более рациональной является система отсчета, связанная 
с Землей, однако в этой системе существуют отклонения от инерциальности, 
которые поддаются обнаружению при помощи тонких физических опытов и 
обусловлены вращением Земли вокруг своей оси.  
Инерциальные системы отсчета являются выделенными по сравнению с 
другими, неинерциальными системами. Это обстоятельство  связано с одним из 
                                                             
 

  Связанные с этими вращениями ускорения примерно на три порядка меньше ускорения 
свободного падения и чаще всего ими можно пренебречь. 
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фундаментальных свойств природы: все инерциальные системы отсчета 
физически эквивалентны друг другу.         
Впервые это утверждение было высказано Галилеем применительно к 
механическим явлениям и носит название принципа относительности 
Галилея: все механические процессы и явления протекают одинаково в 
различных инерциальных системах отсчета. 
Важной особенностью инерциальных систем отсчета является то, что по 
отношению к ним пространство и время обладают определенными свойствами 
симметрии. А именно: опыт убеждает, что в этих системах отсчета время 
однородно, а пространство однородно и изотропно. 
Однородность времени заключается в том, что протекание физических 
явлений (в одних и тех же условиях) в разное время их наблюдения одинаково. 
Иначе говоря, различные моменты времени эквивалентны друг другу по своим 
физическим свойствам. 
 Однородность и изотропность пространства заключается в том, что 
свойства пространства одинаковы в различных точках (однородность), и в 
каждой точке одинаковы по всем направлениям (изотропность). 
§2.2. Законы сил 
Изучая на опыте различные движения, мы обнаруживаем, что в 
инерциальных системах отсчета всякое ускорение обусловлено действием на 
него каких-либо других тел. При этом степень влияния каждого из 
окружающих тел на состояние движения интересующего нас тела – это вопрос, 
на который в каждом конкретном случае ответ может дать только опыт. 
Влияние другого тела (или тел), вызывающее ускорение данного тела, 
называют силой. 
Таким образом, сила – это векторная величина, характеризующая 
взаимодействие тел, и являющаяся мерой этого взаимодействия. 
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Одной из важнейших характеристик силы является ее материальное 
происхождение. Говоря о силе, мы всегда неявно предполагаем, что в 
отсутствие посторонних тел сила, действующая на интересующее нас тело, 
равна нулю. Если же обнаруживается, что сила действует, мы ищем ее 
источник в виде того или иного конкретного тела или других тел. 
Все силы, с которыми имеет дело механика, обычно подразделяют на 
силы, воздействующие при непосредственном контакте тел (силы давления, 
трения), и силы, возникающие через посредство создаваемых 
взаимодействующими телами полей (гравитационные, электромагнитные 
силы). Заметим, однако, что такое подразделение носит условный характер, и 
вопрос о природе сил взаимодействия выходит за рамки механики. 
Чтобы свести нахождение закона движения частицы к чисто 
математической задаче, необходимо прежде всего знать законы действующих 
на частицу сил. Каждый такой закон получен в конечном счете на основании 
обработки результатов опыта. 
Наиболее фундаментальные силы, лежащие в основе всех механических 
явлений,  –  это силы гравитационные е электрические. Приведем законы этих 
сил в самом простом виде, когда взаимодействующие массы (заряды) покоятся 
или движется с малой (нерелятивистской) скоростью. 
Сила гравитационного притяжения, действующая между двумя 
точечными массами. В соответствии с законом всемирного тяготения эта сила 
пропорциональна произведению этих масс, обратно пропорциональна квадрату 
расстояния между ними и направлена по прямой, соединяющей эти массы:  
1 2
2
,
mm
F G
r
  
где  G – гравитационная постоянная. 
 Кулоновская сила, действующая между двумя точечными зарядами. 
Заряды одного знака отталкиваются, а разных – притягиваются. Она 
пропорциональна произведению этих зарядов и обратно пропорциональна 
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квадрату расстояния между ними. Эта сила направлена вдоль прямой, 
соединяющей эти заряды и имеет вид 
1 2
2
,
q q
F k
r
  
где  k – коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора системы 
единиц. Заметим, что это выражение (его называют законом Кулона) перестает 
выполняться точно, если заряды движутся – между ними возникает еще и 
магнитное взаимодействие. Однако, при нерелятивистских скоростях оно 
пренебрежимо мало по сравнению с электрическим. 
 Несмотря на то, что гравитационные и электрические взаимодействия 
лежат в основе всего разнообразия механических явлений, анализ явлений, 
особенно макроскопических, оказался бы весьма сложным, если бы во всех 
случаях мы исходили из этих фундаментальных взаимодействий. Поэтому 
удобно ввести другие силы (которые в принципе могут быть получены из 
фундаментальных сил). Это необходимо для того, чтобы упростить задачу с 
математической точки зрения настолько, чтобы можно было ее практически 
решить. Рассмотрим некоторые из них. 
 Сила тяжести mg  – сила, с которой тело массы m притягивается к 
Земле в однородном поле тяжести. 
 Сила реакции опоры N  – сила, с которой деформированная опора 
действует на находящееся на ней тело. 
 Вес тела Q  – сила, с которой тело давит на опору или натягивает подвес.  
 Сила упругости упрF  – сила, пропорциональная величине деформации Δl 
тела и направленная противоположно направлению смещения незакрепленного 
конца тела. По модулю она равна χF l  , где χ – положительная постоянная, 
определяемая упругими свойствами тела. 
 Сила трения скольжения, возникающая при перемещении одного тела 
по поверхности другого. Она направлена в сторону, противоположную 
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перемещению, и по величине равна тр μF N , где μ – коэффициент трения 
скольжения, зависящий от свойств трущихся поверхностей. 
§2.3. Второй закон Ньютона 
 Согласно второму закону Ньютона ускорение, с которым движется 
тело, прямо пропорционально силе, действующей на тело и  обратно 
пропорционально его массе 
F
a
m
                                                     (2.1) 
или  
,       . 
dv
ma F m F
dt
   
Эти уравнения называют уравнениями динамики поступательного движения  
или просто уравнениями движения. 
Ньютон ввел векторную величину, равную произведению массы тела на 
его скорость p mv , и назвал ее количеством движения. В современной 
физике она называется импульс. Тогда второй закон модно записать в виде 
   
 dp
F
dt
                                                  (2.2) 
и сформулировать его так: скорость изменения импульса тела равна силе, 
действующей на это тело. Заметим, что в ньютоновской механике обе 
формулировки тождественны, однако в дальнейшем мы увидим, что в случае 
релятивистских движений справедливой окажется лишь вторая из них. 
 Пусть на частицу действует сила  ,0,0xF F . Перепишем уравнение 
(2.2) в виде 
                                                          x
x F
dt
dp
 ,                                               (2.3) 
                                                          0
dt
dpy
,                                                (2.4) 
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                                                          0
dt
dpz
.                                                (2.5) 
Из уравнений (2.3) и (2.4) следует, что компоненты импульса частицы  𝑝𝑦  и 𝑝𝑧 
остаются неизменными, тогда как компонента  𝑝𝑥   изменяется со временем. 
Представим выражение (2.3) в форме 
   x xdp F dt                                                (2.6) 
и проинтегрируем его: 
                                                         
t
xx dtFp
0
.                                              
Если constxF  , то 
tFvmp xxx   
и 
tat
m
F
v x
x
x  . 
 
§2.4. Работа и мощность 
 Пусть  частица  движется  по  некоторой  траектории  под действием силы 
F  (рис. 2.1), которая может изменяться как по величине, так и по направлению. 
Рассмотрим элементарное перемеще-
ние dl , в пределах которого силу F  
можно считать постоянной. По 
определению, элементарной работой 
силы F  на перемещении dl
называется скалярная физическая 
величина, определяемая выражением 
 cosα  ldA Fdl Fdl Fdl       (2.7) 
Рис. 2.1 
1r  
2r  
dl  
F  
lF  
α 
x 
y 
z 1 
 
2 
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Элементарная  работа – величина  алгебраическая: в  зависимости от  угла α  (и, 
следовательно, от знака проекции lF ) она может быть как положительной, так и 
отрицательной, а также равной нулю. 
 Суммируя элементарные работы на различных участках пути (то есть 
интегрируя выражение (2.7)) на траектории от точки 1 до точки 2, найдем 
работу силы F : 
   1.2 1.2
.lA Fdl Fdl                                         (2.8) 
 Выражению (2.8) можно придать 
наглядный геометрический смысл. 
Изобразим график 𝐹𝑙  как функцию 
положения частицы на траектории. Пусть  
этот график имеет вид, показанный на 
рис. 2.2. Из этого рисунка видно, что работа 
на пути от точки 1 до точки 2  равна площади 
под соответствующей кривой. При этом 
площадь над осью l берется со знаком плюс (она соответствует положительной 
работе), а площадь фигуры под осью l – со знаком минус (она соответствует 
отрицательной работе). 
Мощностью силы называется скалярная физическая величина, численно 
равная работе, совершаемой силой в единицу времени. Если за промежуток 
времени dt  сила F  совершила работу dA , то мощность, развиваемая этой 
силой в данный момент времени, равна 
cosα.
dA Fdl
P Fv Fv
dt dt
                                 (2.9) 
 Зная мощность силы, можно найти и работу, которую совершает эта сила 
за время t . Действительно, dA Pdt  и, следовательно,  
Fl 
l 
+ 
- 
Рис. 2.2 
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0
.
t
A Pdt                                                    (2.10) 
 Напомним размерности работы и мощности в системе СИ:  A =Дж, 
  Дж/с = ВтP  . 
Задачи к главе 2. 
 Задача 2.1. Наклонная плоскость (рис. 2.3) составляет угол α = 30° с 
горизонтом. Отношение масс тел 1 2/ η 2 / 3.m m    Коэффициент трения между 
телом m2 и плоскостью μ 0,10.  Массы блока и нити пренебрежимо малы. 
Найти модуль и ускорение тела  𝑚1  , если система пришла в движение из 
состояния покоя. 
 
 Решение. Здесь сразу ж возникает вопрос, связанный с направлением 
движения тел, и, соответственно, с направлением силы трения, действующей на 
тело 2m . Без ответа на этот вопрос задача оказывается неопределенной. 
 Будем рассуждать так. Допустим, что силы трения отсутствуют, и в их 
отсутствие тело 𝑚2 стало скользить вверх. Ясно, что «включение» сил трения 
не может изменить направление движения, а лишь уменьшит ускорение. Таким 
образом, направление силы трения, действующей на тело 2,m  будет 
Рис. 2.3 
α 
x1 
x2 
x3 
1m g  
2m g  
T  
T  
N  
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определено, если найти направление движения этого тела в отсутствие трения 
(при 𝜇 = 0). С этого и начнем. 
 Запишем второй закон Ньютона для обоих тел 
1 1 , m a m g T   
2 2m a m g N T    
и спроецируем их на оси  х1  и  х2: 
1 1 ,m a m g T   
2 2 sinα.m a T m g   
Сложим почленно левые и правые части этих уравнений и преобразуем их 
   1 2 1 2 sinα ,m m a m m g    
   η 1 η sinα .a g    
Получим 
η sinα
.
η 1
a g



 
Подстановка числовых значений показывает, что 0.a   
Итак, тело 𝑚2 действительно начнет двигаться вверх по наклонной плоскости. 
Следовательно, сила трения будет направлена в противоположную сторону. С 
учетом этого обстоятельства перепишем уравнения движения в виде 
1 1' ',m a m g T   
2 2 тр.' 'm a T m g F    
Для того, чтобы найти силу трения, спроецируем векторное уравнение для тела 
𝑚2 на ось х3  и получим тр 2μ μ cosα.F N m g    
 Ну, а теперь вновь сложим почленно левые и правые части уравнений, 
преобразуем их и получим ответ: 
η sinα μcosα
' 0,05 .
η 1
a g g
 
 

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 Задача 2.2. Брусок массы 1m  находится на доске массы 2,m  которая 
лежит на гладкой горизонтальной плоскости (рис. 2.4). Коэффициент трения 
между поверхностями бруска и доски равен μ. К доске приложили 
горизонтальную силу F, зависящую от времени по закону αF t , α – 
постоянная. Найти: 
а) момент времени 0t , в который доска начнет выскальзывать из-под бруска; 
б) ускорения бруска 1a  и доски 2a  в процессе движения. 
 
 Решение. Запишем уравнения 
движения для бруска и доски, выбрав 
положительное направление оси  х 
,как показано на рисунке: 
1 1 тр,m a F  
2 2 тр.m a F F               (1) 
По мере возрастания силы F будет расти и сила трения (вначале она является 
силой трения покоя). Но сила трения имеет предел 
тр.max 1μ .F m g                                                    (2) 
Пока этот предел не достигнут, оба тела будут двигаться как единое целое с 
одинаковыми ускорениями. Когда же сила трения достигнет предела, доска 
начнет выскальзывать из-под бруска, то есть 2 1.a a  Используя формулы (1) и 
(2), получим 
1
2
α μ
μ .
t m g
g
m

  
Знак «=» соответствует моменту времени 0t t . Отсюда 
 0 1 2
μ
.
α
g
t m m   
Если 0t t , то  
x 
F  
трF  трF  
Рис. 2.4 
35 
 
 
1 2
1 2
α
.
t
a a
m m
 

 
Этот результат вполне понятен – плоскость гладкая и трения нет. 
 Если же 0t t , то 
1
1 2
2
α μ
μ ,        .
t m g
a g const a
m

    
 Задача 2.3. Тело массы  m  начинает скользить по наклонной плоскости 
из точки, расположенной над вертикальным упором  А  (рис. 2.5). Коэффициент 
трения между телом и наклонной плоскостью μ 0,140 . При каком значении 
угла  α  время соскальзывания будет наименьшим? 
 
 Решение.  На первый взгляд может показаться, что минимальное время 
будет при 0α 90 . Но это не так. Ускорение, действительно будет близко к  g, 
но путь АО при этом будет стремиться к бесконечности. Та же ситуация будет и 
при α 0.  Следовательно, существует угол, при котором время 
соскальзывания будет наименьшим. Запишем уравнение движения тела в 
проекции на ось  х  
sinα μ cosαma mg mg   
 и найдем ускорение тела: 
 sinα μcosα .a g   
Движение тела равноускоренное, поэтому 
2
.
2
at
l   
Учитывая, что / cosα,l AO BO   получим 
 
22
.
cosα sinα μcosα
BOl
t
a g
 

 
А 
О В 
Рис. 2.5 
x 
α 
36 
 
 
Это выражение необходимо исследовать на экстремум. Проще всего это можно 
сделать, исследовав на экстремум знаменатель, – ведь зависимость времени 
соскальзывания от угла спрятана именно здесь: 
  cosα sinα μcosα 0,
α
d
d
   
   sinα sinα μcosα cosα cosα μsinα 0,      
cos2α μsin2α 0,   
1
tg2α ,
μ
   
α 49 .   
 
 Задача 2.4. Брусок массы m тянут за нить так, что он движется с 
постоянной скоростью по горизонтальной плоскости с коэффициентом трения 
μ (рис. 2.6). Найти угол α, при котором натяжение нити будет наименьшим. 
Чему оно равно? 
 
 Решение.  
 Запишем уравнение движения для 
бруска в векторной форме 
тр.ma mg N F F     
И спроецируем его на оси х и у: 
тр0 cosα ,F F   
0 sinα.mg N F     
Мы учли, что скорость бруска 
постоянная, то есть 0a  . Дальше все просто: 
 трsinα ,    μ μ sinα ,N mg F F N mg F      
 cosα μ sinα 0,F mg F    
α 
Рис. 2.6 
x 
y 
N  
F  
трF  
mg  
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μ
.
μsinα cosα
mg
F 

 
Для того, чтобы найти угол α, при котором натяжение нити будет наименьшим, 
это выражение необходимо исследовать на экстремум. Проще всего это можно 
сделать, исследовав на экстремум знаменатель, – ведь зависимость силы от угла 
определяется именно им: 
 μsinα cosα 0,
α
d
d
   
μcosα sinα 0,   
tgα μ.  
Тогда 
2 2
1 μ
cosα  ,    sinα ,
1 μ 1 μ
 
 
 
и мы отвечаем на второй вопрос задачи: 
2
μ
.
1 μ
mg
F 

 
 
 Задача 2.5. На горизонтальной плоскости с коэффициентом трения μ 
лежит тело массы m. В момент 𝑡 = 0 к нему приложили горизонтальную силу, 
зависящую от времени как F bt , где b  – постоянный вектор. Найти путь, 
пройденный телом за первые 𝑡 секунд действия этой силы. 
 
Решение. Прежде всего обратим внимание на то, что тело начнет 
двигаться не сразу, а лишь тогда, когда приложенная сила станет больше силы 
трения покоя, максимальное значение которой равно тр.пок. μ .F mg  Это 
произойдет в момент времени 0t , который мы определим так: 
0 0
μ
μ  ,      .
mg
bt mg t
b
   
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 Ну, а дальше стандартное решение: 
μ μ ,
F bt
a g g
m m
     
   
0
2 2
0 0μ ,
2
t
t
b
v adt t t g t t
m
      
   
0 0 0
2 2
0 0μ ,
2
t t t
t t t
b
s vdt t t dt g t t dt
m
        
и после довольно долгих, но не сложных преобразований мы получаем ответ: 
 
3
0 ,
6
b
s t t
m
   
где 0 μ / .t mg b  
 
 Задача 2.6. Машина движется с постоянным тангенциальным ускорением  
τa по горизонтальной поверхности, описывая окружность радиуса R. 
Коэффициент трения между колесами машины и поверхностью равен μ. Какой 
путь пройдет машина без скольжения при нулевой начальной скорости. 
 
 Решение. По мере увеличения скорости будут расти как нормальное, так 
и полное ускорение машины. Движение будет происходить без скольжения, 
пока необходимое полное ускорение будет обеспечиваться силой трения, 
максимально возможное значение которой μmF mg . Поэтому максимально 
возможное значение 𝑎𝑚 полного ускорения будет равно 
μmm
F
a g
m
                                                  (1) 
С другой стороны,  
   
2
2 2
τ / ,ma a v R                                           (2) 
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где v – скорость машины в момент, когда ее полное ускорение станет 
максимально возможным. Поскольку движение машины является 
равноускоренным  τ consta    c нулевой начальной скоростью, то  
2
τ
.
2
v
s
a
  
Найдем эту скорость из уравнений (1) и (2) 
2
2
τ
τ
μ
1
g
v a R
a
 
  
 
 
и получим ответ: 
2
τ
μ
1.
2
R g
s
a
 
  
 
 
Отметим, кстати, что решение имеет смысл лишь при условии τμ .g a  
 
 Задача 2.7. Частица движется вдоль оси х по закону 2 3α βx t t  , где α и β 
– положительные постоянные. В момент 0t   сила, действующая на частицу, 
равна 0F . Найти значения xF  силы в точках поворота и в момент, когда частица 
опять окажется в точке 0x  . 
 
 Решение. Найдем силу, действующую на частицу: 
2' 2α ,3βxv x t t    
2α 6β ,xa t   
3β
2 α 1 .
α
x xF ma m t
 
   
 
 
Воспользуемся условием 0xF F   при 0t   и получим 0 2 αF m , то есть 
0
3β
1 .
α
xF F t
 
  
 
 
40 
 
 
Найдем значение этой силы в момент, когда частица опять окажется в точке 
0x  : 
 2 0
α
α β 0 ,         ,     2
β
.xx t t t F F       
Определим моменты времени, соответствующие точкам поворота, 
2
1 2
2α
2α 3β 0 ,     0 ,   
3β
xv t t t t      
и найдем значения 𝐹𝑥 силы в этих точках: 
1 0 2 0 ,    .x xF F F F    
 Задача 2.8. Найти модуль и направление силы, действующей на частицу 
массы 𝑚 при ее движении в плоскости ху по закону sinω  ,   cosω ,x A t y B t   
где А, В и ω – постоянные. 
 
 Решение. Найдем ускорение, с которым движется частица: 
' ωcosω ,     ' ωsinω ,x yv x A t v y B t      
2 2 2 2' ω sinω ω ,     ' ω cosω ω .x x y ya v A t x a v B t y           
Таким образом, 
 2 2ω ω ,x ya a i a j xi yj r        
2 2 2 2 2ω ,x ya a a x y     
где  r  – радиус-вектор частицы относительно начала координат. 
Нам осталось записать ответ: 
2 2 2 2ω ,      ω .F ma m r F ma m x y       
 
 Задача 2.9. В момент 𝑡 = 0  частица массы 𝑚  начинает двигаться под 
действием силы 0 cosωF F t , где 0F  и ω – постоянные. Сколько времени 
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частица будет двигаться до первой остановки? Какой путь она пройдет за это 
время? Какова максимальная скорость частицы на этом пути? 
 
 Решение. Направим ось х вдоль вектора 0F  , и тогда формулу для силы 
можно записать в скалярной форме 0 cosωF F t . Воспользуемся формулой (2.6) 
и перепишем ее в виде 
0 cosω .xx
F F
dv dt tdt
m m
   
Проинтегрируем это выражение 
0
0 0
cosω ,
xv t
x
F
dv tdt
m
   
0 sinω .
ω
x
F
v t
m
  
Эта формула позволяет ответить сразу на два вопроса задачи – первый и 
третий. 0xv  , если ω πt k . Первой остановке соответствует 1k   (t = 0 – 
момент начала движения). Поэтому момент первой остановки 1 π / ω.t   
Максимальная скорость частицы 0 / ω.mv F m   
 Найдем путь, пройденный частицей до первой остановки: 
 
1 1
0 0 0
12 2
0 0
2
sinω 1 cosω .
ω ω ω
t t
x
F F F
s v dt tdt t
m m m
       
 
 Задача 2.10. Катер массы 𝑚  движется по озеру со скоростью 𝑣0 . В 
момент t = 0 выключили его двигатель. Считая силу сопротивления 
пропорциональной скорости катера, F rv  , найти: 
а) время движения катера с выключенным двигателем; 
б) скорость катера в зависимости от пути, пройденного с выключенным 
двигателем, а также полный путь до остановки. 
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 Решение. Запишем уравнение движения для катера 
dv
m rv
dt
   
и преобразуем его к виду, удобному для интегрирования: 
,
dv r
dt
v m
   
0 0
,
v t
v
dv r
dt
v m
    
0
0
ln  ,     exp .
v r r
t v v t
v m m
 
    
 
 
Из этой формулы следует, что 0v  при t . 
 Найдем зависимость пути от времени: 
0exp ,
r
ds vdt v t dt
m
 
   
 
 
0
0
0
1 exp .
t mvr r
s v exp t dt t
m r m
    
        
    
  
Отсюда видно, что полный путь до остановки равен 0 /s mv r . 
 Нам осталось найти скорость катера в зависимости от пути, пройденного 
с выключенным двигателем. Для этого преобразуем полученное выражение 
0mv mvs
r r
   
и запишем ответ 
0 .
rs
v v
m
   
 Задача 2.11. Цепочка массы 1,00 кгm   и длины 1,40 мl   висит на нити, 
касаясь стола своим нижним концом (рис. 2.7). После пережигания нити 
цепочка упала на стол. Найти полный импульс, который она передала столу. 
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 Решение. Рассмотрим бесконечно малый участок dx цепочки, 
находящийся на расстоянии х от поверхности стола (рис. 2.7). Этот участок 
имеет массу /dm mdx l . В момент падения на 
поверхность стола он обладает импульсом 
,dp dmv  
где его скорость v  можно легко найти по 
известной формуле равноускоренного 
движения 2 / 2x v g  то есть 2v gx . Таким 
образом, 
2 .
mdx
dp gx
l
  
Для того, чтобы найти полный импульс, 
который цепочка передала столу, возьмем 
интеграл 
0
2 2 м
2 3,5 кг .
3 с
lgm
p xdx m gl
l
    
 
 Задача 2.12. Цепочка массы 0,80 кг,m   длины 1,5 мl   лежит на 
шероховатом столе так, что один ее конец свешивается у его края (рис. 2.8). 
Цепочка начинает сама соскальзывать, когда ее свешивающаяся часть 
составляет η 1/ 3  длины цепочки. 
Какую работу совершат силы трения, 
действующую на цепочку, при ее полном 
соскальзывании со стола? 
 
 Решение. Выделим бесконечно 
малый участок dx цепочки, находящийся 
на расстоянии х от края стола (рис. 2.8). 
Рис. 2.7 
dx 
x 
l 
O 
x 
Рис. 2.8 
dx x 
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Этот участок имеет массу / ,dm mdx l   
и на него действует сила трения  
тр μ .dF dmg  
При перемещении этого участка до края стола, сила трения совершит работу 
тр тр
μ
cosπ .
mg
dA dF x xdx
l
    
Найдем работу силы трения, действующую на цепочку, при ее полном 
соскальзывании со стола: 
 
 
1 η
2
тр
0
μ 1
μ 1 η
2
.
l
mg
A xdx mgl
l

      
Для того, чтобы получить окончательный ответ, нам надо найти 
коэффициент трения μ. Это легко сделать, если вспомнить, что цепочка 
начинает сама соскальзывать, когда ее свешивающаяся часть составляет 
η 1/ 3  длины. Это значит, что вес этой свешивающейся части равен силе 
трения, действующей на цепочку, лежащую на поверхности стола: 
 
η
μ 1 η η  ,       μ .
1 η
mg mg  

 
Итак, 
 тр
1
η 1 η 1,3 Дж.
2
A mgl      
 
 Задача 2.13. Частица массы 𝑚  движется по окружности радиуса 𝑅  с 
нормальным ускорением, которое меняется со временем по закону 2αna t , где 
α – постоянная. Найти зависимость от времени мощности всех сил, 
действующих на частицу, а также среднее значение этой мощности за первые 𝑡 
секунд после начала движения. 
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  Решение. Мощность силы определяется по формуле P Fv . Представим 
результирующую силу F , действующую на частицу, в виде суммы двух 
составляющих. Одна из них, τF , направлена по касательной к окружности, по 
которой движется частица, а вторая, nF , – по нормали к этой касательной. 
Поскольку скорость v частицы направлена по касательной, то формула для 
мощности принимает вид: 
 τ τ τ .nP F F v F v ma v     
Найдем неизвестные величины, входящие в это выражение 
2
2
τα  ,       α  ,     ' αn
v
a t v Rt a v R
R
      
и запишем ответ: 
α .P m Rt  
Среднее значение этой мощности за первые 𝑡  секунд после начала 
движения найти легко – так как мощность увеличивается по линейному закону, 
то 
1
α .
2
P m Rt  
 
 Задача 2.14. Брусок массы 1,00 кгm   находится на горизонтальной 
плоскости с коэффициентом трения μ 0,27 . В некоторый момент ему 
сообщили начальную скорость 0 1,50 v  м/с. Найти среднюю мощность силы 
трения за все время движения бруска. 
 
 Решение. Эту задачу мы решим очень просто: 
тр 0
1
  μ     μ 2,0  Вт.
2
P F v mg v mgv           
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При решении мы учли, движение бруска равнозамедленное и его скорость 
меняется линейно от 0v  до нуля. 
 
 Задача 2.15. Небольшому телу массы m, находящемуся на 
горизонтальной плоскости, сообщили скорость 0.v  Коэффициент трения 
зависит от пройденного пути s по закону μ αs , где α – постоянная. Найти 
максимальную мгновенную мощность силы трения. 
 
 Решение. Запишем формулу для мгновенной мощности силы трения 
тр μ α ,P F v mgv mgsv       
и проанализируем это выражение. В начале движения  0s   и в конце  0v   
мощность силы трения равна нулю. Следовательно, где-то между ними 
существует максимальное (по модулю) значение мгновенной мощности силы 
трения. Найдем его. 
 Ускорение, с которым движется тело, равно μ αa g gs    . С другой 
стороны, это ускорение можно представить следующим образом: 
.
dv dv ds vdv
a
dt ds dt ds
    
Тогда 
α ,
vdv
gs
ds
   
α ,vdv gsds   
а это уравнение можно легко проинтегрировать 
0 0
α ,
v s
v
vdv g sds    
 
2
2 2
0
1 α
,
2 2
gs
v v    
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2 2
0 α .v v gs   
Тогда   
2 2
0α α .P mgs v gs    
Исследуем это выражение на экстремум 
     
1/2 1/2
2 2 2 2
0 00 α α α 2α
2
dP s
mg v gs v gs gs
ds
 
       
 
 
и после несложных преобразований получим 0 / 2α .s v g   
теперь найдем максимальную (по модулю) мгновенную мощность силы трения: 
2
0 α .
2
mv
P g   
 Задача 2.16. Пушка массы  m  начинает свободно скользить вниз по 
гладкой наклонной плоскости, составляющей угол  α  с горизонтом. Когда 
пушка прошла путь l, произвели выстрел, в 
результате которого снаряд вылетел с 
импульсом  р   в горизонтальном направлении, а 
пушка остановилась. Пренебрегая массой 
снаряда по сравнению с массой пушки, найти 
продолжительность выстрела. 
 
 Решение. Приращение импульса системы 
в процессе выстрела можно записать, используя 
уравнение (2.2): 
,dp Fdt  
0
τ
0
,
p
p
dp Fdt   
0 τ,p p F   
Рис. 2.9 
τp F   
р  
0р  
τmg  
xˊ  
α  
τN  
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где 0p  – импульс системы до выстрела, а это есть импульс пушки 
непосредственно перед выстрелом, р  – импульс системы после выстрела, а это 
импульс снаряда,  τ – длительность выстрела, F N mg  .  
 Запишем это уравнение еще раз 
0 τ τp p N mg    
и сделаем чертеж (рис. 2.9), который поможет нам в решении этой задачи. 
Спроецируем вектора этого уравнения на ось ,х  направление которой 
совпадает с наклонной плоскостью 
0cosα τsinαp p mg   
и выразим  τ: 
0cosατ .
sinα
p p
mg

  
Для того, чтобы получить окончательный ответ, нам необходимо найти  р0 . Это 
сделать несложно, если учесть, что движение пушки по наклонной плоскости 
является равноускоренным с ускорением 𝑎 = 𝑔 sin 𝛼  и нулевой начальной 
скоростью. Воспользуемся известной формулой 
2 2
0
2
v v
l
a

  
и получим 0 2 sinα.p v M gl   
 Итак, 
cosα 2 sinα
τ .
sinα
p m gl
mg

  
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Глава 3. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
§3.1. О законах сохранения 
 При движении системы ее состояние изменяется со временем. 
Существуют, однако, такие величины – их называют функциями состояния, 
которые обладают очень важным и замечательным свойством сохраняться со 
временем. Среди этих величин наиболее важную роль играют энергия, импульс 
и момент импульса. Законы сохранения энергии, импульса и момента импульса 
относятся к числу наиболее фундаментальных принципов физики. Роль этих 
законов особенно возросла после того, как выяснилось, что они далеко выходят 
за рамки механики и представляют собой универсальные законы природы. Во 
всяком случае, до сих пор не обнаружено ни одного явления, где бы эти законы 
нарушались. Это наиболее общие законы, которые лежат в основе современной 
физики. Законы сохранения стали очень мощным и эффективным 
инструментом исследования. Эта важнейшая роль законов сохранения 
обусловлена рядом причин. 
 Законы сохранения не зависят от траекторий частиц и от характера 
действующих сил. Поэтому они позволяют получить ряд общих и 
существенных заключений о свойствах различных механических процессов, не 
вникая в их детальное рассмотрение с помощью уравнений движения. Если, 
например, выясняется, что какой-то процесс противоречит законам сохранения, 
то сразу можно утверждать: этот процесс невозможен, и бессмысленно 
пытаться его осуществить. 
 Тот факт, что законы сохранения не зависят от характера действующих 
сил, позволяет использовать их даже тогда, когда эти силы вообще неизвестны. 
В этих случаях законы сохранения являются единственным и незаменимым 
инструментом исследования. Так, например, обстоит дело в физике 
элементарных частиц. 
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 Законы сохранения имеют весьма глубокое происхождение, связанное с 
фундаментальными свойствами времени и пространства – однородностью и 
изотропностью. Закон сохранения энергии связан с однородностью времени, а 
законы сохранения импульса и момента импульса – соответственно с 
однородностью и изотропностью пространства. 
§3.2. Кинетическая энергия 
 Пусть частица массы 𝑚  движется под действием некоторой силы F . 
Работа этой силы на элементарном перемещении dl равна 
.
dv
dA Fdl m dl mvdv
dt
                                          (3.1) 
Запишем очевидное равенство 
2vv v  
и возьмем дифференциал от его левой и правой частей: 
2 2 .vdv vdv  
С учетом полученного соотношения формула (3.1) может быть преобразована 
следующим образом: 
                                                






2
2mv
dmvdvdA .                                        
Видим, что работа силы идет на приращение некоторой величины (стоящей в 
скобках), которую называют кинетической энергией: 
2
.
2
k
mv
W                                                       (3.2) 
Таким образом, при элементарном перемещении 
.kdW dA                                                      (3.3) 
Если сила совершает работу на конечном перемещении, то 
2 2
2 1 .
2 2
k
mv mv
W A                                           (3.4) 
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Мы приходим к важному выводу, который формулируют как теорему о 
кинетической энергии: изменение кинетической энергии тела равно работе 
всех сил, действующих на тело. 
Кстати, если на тело не действуют силы или их действие 
скомпенсировано (А = 0), то constkW  .  
Отметим, наконец, что кинетическую энергию частицы часто выражают 
через ее импульс: 
2
.
2
k
p
W
m
                                                   (3.5) 
 §3.3. Консервативные силы и потенциальная энергия 
 Обсуждая работу, совершаемую силой при перемещении частицы, мы 
видели, что эта работа определяется как сумма элементарных работ на 
различных участках траектории. Это значит, что в общем случае она зависит 
от того, как движется частица, как изменяется ее состояние. Любое 
изменение состояния называется процессом. Поэтому говорят, что работа 
является функцией процесса. Иными словами работа, совершаемая при 
движении частицы, в общем случае зависит от формы ее траектории.  
 Существуют, однако, силы, работа которых не зависит от формы 
траектории, по которой движется частица, а определяется только ее 
начальным и конечным состояниями. Такие силы называются 
консервативными или потенциальными. К ним, в частности, относятся силы 
тяготения, упругости, кулоновские и т.д.  
Проиллюстрируем сказанное на примере силы тяжести. Пусть частица  
массы 𝑚 движется в  однородном  поле тяжести Земли (рис. 3.1). Ее начальное 
положение относительно поверхности Земли определяется координатой 1z h , 
а конечное – координатой 2z h . Траекторию ее движения можно представить 
в виде ломаной линии, имеющей вертикальные и горизонтальные участки 
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малой протяженности. Ясно, что в пределе эта ломаная линия превращается в 
кривую, описывающую траекторию частицы.  
 
Cила тяжести совершает работу только на вертикальных участках, так как 
на горизонтальных она направлена перпендикулярно перемещению частицы. 
Таким образом, работа силы тяжести при движении частицы даже по 
траектории произвольной формы равна алгебраической сумме работ на 
вертикальных отрезках траектории. Она не зависит от ее формы, а определяется 
лишь положением начальной и конечной  точек траектории относительно 
поверхности Земли:  
                               1 2 1 2.A mg h h mgh mgh                               (3.6) 
 Итак, сила тяжести является консервативной силой. Если на частицу 
действует консервативная сила, то говорят, что частица находится в 
потенциальном поле. 
Рис. 3.1 
mg  
x 
y 
z 
h1 
h2 
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 Рассмотрим перемещение частицы 
в поле консервативных сил из точки 1 в  
точку 2  по двум  траекториям,  которые  
обозначим  как а и b  (рис. 3.2).  По                                                     
определению  
1 2 1 2a bA A .                 (3.7)                                               
Учитывая, что 1 2 2 1,b bA A   найдем 
работу консервативной силы по 
замкнутой траектории:  
                                       
1 2 2 1 1 2 1 2 0.a b a bA A A A A                                      (3.7) 
Таким образом, работа консервативной силы по замкнутой траектории равна 
нулю. 
 Эту работу можно представить в виде 
0,
L
Fdl ∮                                                      (3.8) 
где интеграл берется по замкнутому контуру L , совпадающему с траекторией 
движения частицы. 
 Равенство  (3.8)  представляет  собой  критерий   консервативности силы 
F . 
 Как следует из выражения (3.6), работа консервативной силы 
определяется лишь положением начальной и конечной точек траектории, 
поэтому и соответствующий интеграл будет зависеть только от пределов 
интегрирования, и его можно представить в виде 
 
     12 1 2
1,2
,p p pA Fdl W r W r W r                          (3.9) 
 
1r  
2r  
2 
1 
a 
b 
x 
y 
z 
Рис. 3.2 
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где pW  – некоторая функция положения частицы, и ее конкретный вид 
определяется характером консервативной силы. 
 Функция pW  называется потенциальной энергией частицы. Она 
определяется координатами частицы и имеет смысл энергии взаимодействия 
данной частицы с физическими объектами, создающими данное силовое поле. 
 Как следует из равенства (3.9), работа консервативной силы равна со 
знаком минус приращению потенциальной энергии частицы при ее 
перемещении из одного положения в другое. Часто говорят, что работа равна 
убыли потенциальной энергии. 
  
§3.4. Связь консервативной силы и потенциальной энергии 
Воспользуемся выражением (3.9) и запишем его для элементарного 
перемещения: 
.pdA Fdr dW                                              (3.10) 
 Рассмотрим случай, когда частица движется вдоль оси x. Тогда 
 ,0,0dr dx , ,    / .x p x pF dx dW F dW dx      
 При движении частицы вдоль оси у  0, ,0 .dr dy  Поэтому 
/ .y pF dW dy    
 Аналогичная формула будет и при движении вдоль оси z: / .z pF dW dz   
Переходя к общему случаю, получим 
.
p p p
x y z
W W W
F F i F j F k i j k
x y z
   
       
   
                (3.11) 
 Вспомним некоторые математические термины. Пусть φ – скалярная 
функция координат , , .x y z  Вектор с компонентами 
φ φ φ
, ,
x y z
  
  
 
называется градиентом функции φ  и обозначается символом  grad φ: 
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φ φ φ
grad φ .i j k
x y z
  
  
  
                                   (3.12) 
Выражение (3.12) можно рассматривать как результат действия на функцию φ  
оператора  
,i j k
x y z
  
   
  
 
который называется оператором Гамильтона или оператором набла (по 
названию греческого символа  ). Мы будем пользоваться этим, более 
удобным, обозначением. Таким образом 
gradφ φ.  
 С учетом сказанного формулу (3.4.1) можно представить в виде 
,p pF gradW W                                          (3.13) 
и, следовательно, консервативная сила равна градиенту потенциальной 
энергии частицы, взятому с обратным знаком. 
 Смысл термина градиент станет нагляднее, если ввести понятие 
эквипотенциальной поверхности – поверхности, во всех точках которой 
потенциальная энергия имеет одно и то же значение. Ясно, что каждому 
значению pW  соответствует  своя эквипотенциальная поверхность. Рассмотрим 
работу консервативной силы F при перемещении частицы по 
эквипотенциальной поверхности. Как следует из соотношения (3.10), она равна 
нулю. Это значит, что сила F направлена перпендикулярно 
эквипотенциальной поверхности в каждой ее точке. Пусть перемещение 
происходит в сторону возрастания потенциальной энергии ( 0)pW  . В этом 
случае, как следует из выражения (3.11), проекция силы F  на направление 
перемещения будет меньше нуля. Таким образом, градиент pW  – это вектор, 
направленный по нормали к эквипотенциальной поверхности в сторону 
возрастания потенциальной энергии.  
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 Сказанное поясняет рис. 3.3, относящийся к двумерному случаю. На нем 
изображена система эквипотенциалей  1 2 3 4 ,p p p pW W W W    а также 
градиент потенциальной  энергии pW  и соответствующий вектор силы F  в 
точке  А 
поля.   
 Рассмотрим ряд важных примеров.  
 1. Частица массы 𝑚 находится в однородном поле тяжести (рис. 3.1). На 
нее действует сила тяжести  0,0,F mg  . Из соотношения (3.11) следует, что 
потенциальная энергия частицы в этом поле зависит только от координаты z , 
причем 
p zdW F dz mgdz   . 
Интегрируя это выражение, получим 
constpW mgz  . 
 Определим константу, возникшую при интегрировании, исходя из 
физически разумных предположений. Будем считать, что потенциальная 
энергия частицы на уровне Земли  0z  равна нулю. Тогда постоянная 
интегрирования обращается в нуль, и мы получаем формулу для потенциальной 
энергии частицы в однородном поле тяжести: 
                                                          pW mgz .                                              (3.14) 
Wp 1 
Wp2 Wp3 
Wp4 
gradWp 
F  
Рис. 3.3 
A 
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 2. Рассмотрим пружину жесткости к , один конец которой закреплен, а к 
другому прикреплена частица  массы m . Если незакрепленный конец пружины 
сместить относительно положения равновесия вдоль оси х , то на частицу 
начнет действовать сила упругости  ,0,0F kx  . Используя формулу (3.10), 
приходим к соотношению 
kxdxdxFdW xp  ,                                      
интегрируя которое получим выражение для потенциальной энергии 
деформированной пружины: 
2
const
2
p
kx
W   . 
Для определения постоянной интегрирования воспользуемся стандартным 
приемом – будем считать, что потенциальная энергия недеформированной 
пружины равна нулю: при x = 0 0pW   и константа в этом случае также 
обращается в нуль. Таким образом  
                                                         
2
2
p
kx
W  .                                                 (3.15) 
 В заключение обсудим еще одно обстоятельство. Пусть потенциальная 
энергия частицы в некотором поле равна pW  и на нее действует консервативная  
Сила F . Рассмотрим поле, в котором потенциальная энергия этой частицы 
равна const,p pW W    и найдем силу F , действующую на эту частицу: 
 
.
pp p
W constW W
F i i i F
x x x
      
              
       

 
Полученный результат свидетельствует о том, что оба эти поля являются 
физически эквивалентными, и, следовательно, потенциальная энергия 
определяется лишь с точностью до произвольной постоянной, конкретное 
значение которой зависит от выбора нулевого уровня отсчета потенциальной 
энергии, что, собственно, и было сделано в рассмотренных выше примерах.  
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§3.5. Частица в центральном поле 
Рассмотрим поле, источник которого (силовой центр) расположен в 
начале системы  координат  (рис.  3.4).   В  этом  поле  находится  частица,  на  
которую действует сила F .  Если эта сила может быть представлена в виде 
   φ φ ,r
r
F r r e
r
                                          (3.16) 
где φ( )r – скалярная функция, 
зависящая только от расстояния r  от 
частицы до силового центра; r – 
радиус-вектор, характеризующий 
положение частицы в данной системе 
отсчета; re  – единичный вектор, 
направление которого совпадает с 
направлением радиус-вектора r , то 
такая сила называется центральной, а ее проекция на направление радиус-
вектора будет равна 
         φ( )rF r .                                                 (3.17)           
Итак, центральная сила направлена вдоль прямой, соединяющей частицу 
с силовым центром, а ее численное значение зависит только от расстояния 
между частицей и силовым центром. Соответствующее силовое поле также 
называется центральным. 
 Примерами центральных сил служат силы тяготения, силы 
электрического взаимодействия точечных зарядов, силы межмолекулярного 
взаимодействия и т. д. 
 Очень важным свойством любого центрального поля является его 
потенциальность. Для доказательства этого утверждения рассмотрим работу 
центральной силы при перемещении частицы из точки 1, положение которой 
определяется радиус-вектором 1r , в точку 2, определяемую радиус-вектором 2 :r  
re  
r  
F  
x 
y 
z 
O 
Рис. 3.4 
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 
 
 
 
 
 
 
 12
1,2 1,2 1,2 1,2
φ φ φ .
r rdr
A F r dr r dr r r dr
r r
        
Полученное выражение зависит, очевидно, только от вида функции  φ r , т. е. 
от характера взаимодействия, и от начального и конечного расстояний между 
частицей и силовым центром. От формы пути оно никак не зависит, а это 
значит, что данное силовое поле потенциально, а центральная сила является 
консервативной независимо от ее конкретной физической природы. Поэтому 
работа этой силы равна убыли потенциальной энергии частицы в центральном 
поле (см. (3.9)): 
                                  
2
1
12 1 2φ( ) .
r
p p p
r
A r dr W r W r W r     .                      (3.18) 
Из этого выражения, кстати, видно, что потенциальная энергия частицы в 
центральном поле является функцией лишь расстояния r  до силового центра. 
 Воспользуемся общей формулой, связывающей консервативную силу и 
потенциальную энергию (см.  (3.11)) и преобразуем ее с учетом указанного 
обстоятельства: 
.
p p p
p
p p p p
W W W
F W i j k
x y z
dW dW dW dWr r r r r r
i j k i j k
dr x dr y dr z dr x y z
   
       
   
        
          
       
 
Расстояние до силового центра можно представить как  
1/2
2 2 2r x y z   , 
поэтому  
 
1/2
2 2 21 2 ;  ;  .
2
r x r y r z
x y z x
x r y r z r
  
     
 


 
Тогда  
 1p p p r
dW dW dWr
F xi yj zk e
dr r dr r dr
                           (3.19) 
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или 
                                  .
p
r
dW
F
dr
                                               (3.20) 
 К центральным силам относятся силы, величина которых меняется по 
закону обратных квадратов: 2~1/F r . Они получили название кулоновских 
сил, а соответствующие поля называются кулоновскими. Кулоновское поле 
является важнейшим частным случаем центрального поля, поскольку 
кулоновскому закону подчинены два вида фундаментальных сил – 
электростатические и гравитационные. Каждую из этих сил можно представить 
в виде 
2 2
α α
   или   ,r rF e F
r r
                                     (3.21) 
где параметр α  определяется видом взаимодействия. Для гравитационных сил 
                                                          1 2α ,Gmm                                                 (3.22)      
где 1m  и 2m  – массы частиц, G  – гравитационная постоянная. Знак минус 
указывает на то, что направление силы тяготения противоположно радиус-
вектору частицы. 
 Для сил электростатической природы 
                                                          1 2kq q  ,                                                 (3.23) 
где 1q  и 2q  – заряды частиц, а k  – коэффициент, численное значение которого 
в системе СИ равно 9 2 29 10 Н м / Кл  . 
 Рассмотрим потенциальную энергию частицы в кулоновском поле. Как 
следует из формулы (3.10) , 
 
2
α
.p rdW r F dr dr
r
     
Проинтегрируем это равенство: 
2
α α
.pW dr C
rr
     
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Постоянную интегрирования в этом выражении легко определить из физически 
разумного предположения о том, что при 0 pWr . При этом допущении 
0С  и мы получаем выражение для потенциальной энергии частицы в 
кулоновском поле: 
                                                            
α
pW
r
 .                                                  (3.24) 
Обратим внимание на то, что вид полученного выражения одинаков для всех 
кулоновских полей, а конкретный тип взаимодействия определяется  
параметром  . Так, потенциальная энергия гравитационного взаимодействия 
частиц может быть записана как  
              1 2p
mm
W G
r
 ,                                           (3.25) 
а энергия электростатического взаимодействия точечных зарядов имеет вид  
                1 2p
q q
W k
r
 .                                            (3.26) 
 §3.6. Закон сохранения механической энергии  
 Пусть на частицу действуют как консервативные, так и неконсервативные 
силы, например, силы трения. По теореме о кинетической энергии приращение 
кинетической энергии частицы равно работе всех сил, действующих на эту 
частицу. Это утверждение можно представить в виде равенства 
            k k nkdW dA dA  ,                                     (3.27) 
где kdА  и nkdА  – элементарные работы консервативных и неконсервативных 
сил соответственно. Знаем (см. (3.10)), что работа консервативной силы равна 
убыли потенциальной энергии частицы:  
k pdA dW , 
поэтому равенство (3.27) можно преобразовать к виду 
   k p nkd W W dA  .                                  (3.28)   
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Сумму кинетической и потенциальной энергий называют механической 
энергией частицы W: 
                                                        k pW W W  ,                                             (3.29) 
и соотношение (3.29) можно записать в виде 
                                                       nkdW dA .                                             (3.30) 
Это выражение позволяет сделать важный вывод: изменение 
механической энергии частицы равно работе неконсервативных сил, 
действующих на эту частицу. Если же неконсервативные силы отсутствуют  
( nkdА = 0), то 0dW   и, следовательно, constW  . 
 Обобщая сказанное на систему частиц, можно сформулировать закон 
сохранения механической энергии: механическая энергия системы частиц есть 
величина постоянная, если в этой системе не действуют неконсервативные 
силы.   
§3.7. Границы движения частицы в потенциальном поле   
Одним из важных приложений закона сохранения механической энергии 
является вопрос о границах движения частицы в потенциальном поле. 
Рассмотрим частицу, находящуюся в поле консервативных сил. Ее 
механическая энергия в этом поле есть величина постоянная: 
const.k pW W W    
Так как 0kW  , то частица может находиться лишь в тех областях поля, где 
ее потенциальная энергия constpW W  . Следовательно, если в некоторой 
области pW W , то эта область оказывается «запретной» для частицы. Это 
приводит к существованию двух типов движения частицы в потенциальном 
поле – финитного и инфинитного.   
 Финитным называется движение, происходящее в ограниченной области 
пространства. Примером финитного движения может служить, например, 
движение планет Солнечной системы.  
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 Инфинитным называется движение, в процессе которого частица может 
удаляться от начала системы отсчета на сколь угодно большое расстояние. 
Инфинитным будет, в частности, движение заряда в поле другого заряда того 
же знака.  
 Рассмотрим особенности финитного движения на примере частицы, 
находящейся  в одномерном потенциальном поле, в котором ее потенциальная 
энергия имеет вид, представленный на рис. 3.5. Такая зависимость называется 
потенциальной ямой.  
Пусть полная механическая энергия частицы отрицательна и равна 
1 0W W  . В этом случае 1рW W  лишь в области a x b   и поэтому частица 
все время будет находиться внутри этой области, а ее движение будет 
финитным. В точках а и в 1рW W , поэтому 0kW   и 0v  . Эти точки 
называются точками поворота.  
 
 В точке х с  потенциальная энергия имеет минимум, то есть 
0,pdW dx   и, согласно формуле (3.11), xF 0pdW dx  . Это значит, что 
точка с является положением равновесия. Остается выяснить, будет ли это 
равновесие устойчивым. Рассмотрим частицу в некоторой точке, находящейся 
справа от положения равновесия. Как видно из рис. 3.5, касательная к графику в 
Рис. 3.5 
W1 
W2 
Wp 
x 
a b c 
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этой точке образует острый угол с осью х, и, следовательно, 0pdW dx  . 
Поэтому на частицу будет действовать сила  xF 0pdW dx  , стремящаяся 
вернуть частицу в положение равновесия. Аналогичная ситуация будет и в том 
случае, если сместить частицу влево относительно положения равновесия. 
Сказанное позволяет сделать важный вывод: минимум потенциальной энергии 
соответствует положению устойчивого равновесия частицы. Так как в точке 
минимума вторая производная функции положительна, можно сформулировать 
два условия устойчивого равновесия:  
                                                 
2
2
0, 0.
p pdW d W
dx dx
                                      (3.31) 
 Если сообщить частице энергию 02 WW , то, как видно из рис. 3.5, 
рW W  при любом х. Это значит, что в этом случае движение будет 
инфинитным. 
 §3.8. Гравитационное поле 
 Опыт показывает, что в случае гравитационных и электростатических 
взаимодействий сила F , действующая на частицу со стороны окружающих тел, 
пропорциональна массе (или заряду) частицы. Если говорить  о гравитационной 
силе, действующей на частицу массы 𝑚 ́ со стороны других тел, то ее можно 
представить в виде 
 ,F m J  
где J   – некоторый вектор, зависящий от положения этой частицы и свойств 
окружающих тел. Это дает возможность иной физической интерпретации 
взаимодействия, связанной с понятием поля: мы будем считать, что 
окружающие тела являются источником поля, в котором находится частица 
массы 𝑚 ́. Причем это поле существует в пространстве вне зависимости от того, 
находится в нем данная частица или нет. Вектор J  мы назовем 
напряженностью поля тяготения. Отметим одно из важнейших свойств полей: 
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напряженность поля, созданного несколькими источниками, равна векторной 
сумме напряженностей полей, созданных каждым источником в отдельности. В 
этом заключается принцип суперпозиции полей.  
 Следует отметить, что пока мы остаемся в статике, понятие поля может 
рассматриваться как чисто условное и формальное, введенное лишь из удобства 
описания явлений. Однако, при переходе к переменным полям выясняется, что 
понятие поля имеет глубокий физический смысл: поле есть физическая 
реальность. 
Пусть источником поля тяготения является тело точечной массы 𝑚. Тогда 
2 r
mm
F G e
r

   
и напряженность этого поля  
2
.r
m
J G e
r
                                            (3.32) 
 В §3.4 мы получили формулу для потенциальной энергии частицы в поле 
тяготения (3.25), которую запишем в наших обозначениях как 
.p
mm
W G
r

                                                     (3.33) 
Введем еще одну характеристику гравитационного поля – потенциал  φ r : 
φ .
pW m
G
m r
  

                                                   (3.34) 
Формула (3.19) позволяет связать напряженность J  и потенциал φ  поля 
тяготения: 
φ
.r
d
J e
dr
                                                    (3.35) 
А что будет, если источником поля является тело конечных размеров? Мы 
рассмотрим случай, когда такое тело обладает сферической симметрией – это 
может быть шаровой слой или однородный шар. Расчеты показывают, что вне 
таких объектов гравитационное поле не отличается от поля, создаваемого 
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материальной точкой той же массы, помещенной в их центр. Это значит, что 
напряженность и потенциал такого поля определяются формулами (3.32) –
(3.35), и при решении задач мы можем заменить эти объекты материальными 
точками соответствующих масс.  
 
 
Ситуация, однако, принципиально меняется внутри этих объектов 
(рис. 3.6): напряженность поля тяготения внутри полости  внутr R  шарового 
слоя равна нулю (рис. 3.6, а), а напряженность поля внутри шара линейно 
возрастает по модулю (рис. 3.6, б) от нуля в центре шара до 2/J Gm R , где R 
– радиус шара. Приведем без вывода соответствующие формулы. 
 Шаровой слой: 
при 
2
         ,    φ ,r
m m
r R J G G
rr
      
при внут         0 ,      φ const.rr R J                                                                     (3.36) 
 Шар: 
при 
2
           ,    φ ,r
m m
r R J G G
rr
      
Рис. 3.6 
а б 
R 
r 
r 
Rвнут R 
Jr Jr 
-Gm/R
2 
О 
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при 
2
3 2
          ,    φ 3 .
2
r
mr m r
r R J G G
RR R
 
      
 
                                            (3.37) 
 §3.9. Собственная гравитационная энергия 
 По определению собственная гравитационная энергия системы равна 
работе, которую нужно произвести, чтобы все частицы, образующие эту 
систему, развести на бесконечные расстояния друг от друга.  
Рассмотрим шар радиуса R и массы M. Будем считать, что эта масса 
распределена равномерно по объему шара с плотностью 3ρ 3 / 4 .πM R  
Удобнее всего удалять частицы на бесконечность последовательно шаровыми 
слоями, начиная с поверхности. Удаленные на бесконечность слои не могут 
оказывать никакого действия на удаление последующих слоев, поскольку эти 
последующие слои находятся внутри полости предыдущих шаровых слоев. 
 В слое толщиной dr на расстоянии r от центра шара содержится масса 
2ρ ρ4π .dm dV r dr   При удалении этого слоя на него действует только масса 
шара радиуса r, заключенного в полости, ограниченной эти слоем. Работа, 
совершенная при удалении  этого слоя, равна его потенциальной энергии pdW  в 
гравитационном поле, созданном всеми внутренними слоями. Используя 
формулу (3.33), запишем 
3
24πρ ρ4π
3
.p
r
r dr
mdm
dW G G
r r
 
 
      
Интегрируя это выражение по всему объему шара, найдем его собственную 
гравитационную энергию 
2 2 2
2 4 2 5
гр
0
16π 16π 3
ρ ρ .
3 15 5
R M
W G r dr G R G
R
                 (3.38) 
Собственная гравитационная энергия обычно определяется при решении 
задач небесной механики, относящихся к звездам и галактикам. 
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Рассмотрим процесс образования тела в результате стягивания материи из 
рассеянного состояния на бесконечности под действием гравитационных сил. 
Первоначально гравитационная энергия равна нулю. При стягивании материи 
гравитационная энергия становится отрицательной (см. формулу (3.38)) – 
происходит ее  убыль. Из теории относительности известно, что тело массы M 
обладает энергией покоя 20W Mc . Возникает вопрос – нельзя ли представить 
дело так, что эта энергия является той самой убылью энергии гравитационного 
поля, которая возникла при стягивании материи, составляющей тело. 
Оценим радиус шара, у которого энергия покоя равна убыли энергии 
гравитационного поля, которая возникла при стягивании материи. Если 
отбросить числовые коэффициенты, получим  
2
2
гр
,
GM
Mc
r
  
гр 2
.
GM
r
c
                                                 (3.39) 
Полученная величина называется гравитационным радиусом. 
 В качестве примера вычислим гравитационный радиус Земли, масса 
которой 246 10  кг:M   0,4  см.r   Этот результат показывает, что для того, 
чтобы гравитационная энергия массы Земли была равна ее энергии покоя, 
необходимо было бы всю ее массу сжать в шарик диаметром примерно 1 см, 
тогда как радиус Земли имеет порядок 109 см. Это означает, что в общем 
энергетическом балансе Земли, включающем и ее энергию покоя, 
гравитационная энергия играет пренебрежимо малую роль. 
 Однако, так обстоит дело не всегда. В астрономии есть объекты, для 
которых гравитационная энергия примерно равна их энергии покоя, и поэтому 
в них гравитационная энергия играет существенную роль. Примером может 
служить Вселенная в целом. 
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 В настоящее время радиус Вселенной оценивается как 1026 м. Для того, 
чтобы вычислить ее массу, необходимо знать среднюю плотность вещества во 
Вселенной. Эту плотность можно найти из наблюдений, оценивая массу 
астрономических объектов и расстояние до них. Точность этих оценок 
невелика, поскольку, во-первых, имеются большие погрешности в определении 
расстояний и, во-вторых, очень трудно учесть массу межзвездного газа и 
несветящихся объектов, которые не наблюдаются. В настоящее время 
считается, что средняя плотность по порядку величины лежит где-то около 
25 3
0ρ 10   .кг/м
   
 Подсчитаем, какое значение надо взять для радиуса 0R  шара во 
Вселенной, чтобы энергия покоя содержащейся внутри него массы была равна 
гравитационной энергии. Поскольку масса этого шара 30 0~ ρM R , ожидаемое 
условие на основании (3.39) запишется в виде 
3
0 0
0 2
ρ
.
G R
R
c
  
Отсюда следует 
26
0
0
10  м.
ρ
c
R
G
   
Мы получили интересный и очень важный результат: гравитационный радиус 
оказался равен той величине, которая в настоящее время принимается за радиус 
Вселенной! Утверждение о конечности размеров Вселенной, которое при 
определенных условиях следует из общей теории относительности, означает, 
что все физические процессы замкнуты в конечном объеме и не выходят 
«наружу». В частности, лучи света не в состоянии покинуть этот объем. С 
другой стороны, расчеты показывают, что лучи света не в состоянии покинуть 
область, заключенную внутри гравитационного радиуса, независимо от ее 
абсолютных размеров и, таким образом, ситуация в ней в этом отношении 
аналогична ситуации в конечной Вселенной. Наиболее важным физическим 
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содержанием понятия гравитационного радиуса является представление о том, 
что область внутри сферы такого радиуса теряет всякую связь с областью вне 
этой сферы, за исключением гравитационной связи. Во внешнем пространстве 
эта область проявляется лишь громадными силами тяготения. Пролетающие 
вблизи частицы и кванты излучения втягиваются внутрь сферы 
гравитационного радиуса и исчезают там. Такая область называется черной 
дырой. 
 Задачи к главе 3. 
 Задача 3.1. Локомотив массы 𝑚 начинает двигаться со станции так, что 
его скорость изменяется по закону αv s , где α – постоянная; s – пройденный 
путь. Найти суммарную работу всех сил, действующих на локомотив, за первые 
t секунд после начала движения. 
 
 Решение. Запишем формулу для скорости в виде 
α
ds
s
dt
  
и приведем ее к виду, удобному для интегрирования: 
α ,
ds
dt
s
  
0 0
α ,
s tds
dt
s
   
2 α ,s t  
2 2α
.
4
t
s   
Найдем скорость локомотива и его кинетическую энергию: 
2 2 4 2α α
  ,     .
2 2 8
k
t mv m t
v s W     
Используя теорему о кинетической энергии, получим ответ: 
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4 2α
.
8
k k
m t
A W W     
 
 Задача 3.2. Кинетическая энергия частицы, движущейся по окружности 
радиуса R, зависит от пройденного пути по закону 2αkW s , где α – постоянная. 
Найти модуль силы, действующей на частицу, в зависимости от s. 
 
 Решение. При решении этой задачи нужно обратить внимание на то, что 
частица движется по окружности. Это значит, что сила, действующая на 
частицу, не только сообщает ей тангенциальное ускорение, но и удерживает ее 
на окружности, играя роль центростремительной силы. Таким образом, 
искомую силу можно представить как сумму двух взаимно перпендикулярных 
сил. Одна из них (обозначим ее τF ) увеличивает скорость и кинетическую 
энергию частицы, и по теореме о кинетической энергии  
 2τ α 2α ,kdA F ds dW d s sds     
то есть τ 2αF s . 
  Вторую  nF  найдем из условия задачи: 
2 2 2
2 2 2 2αα        2α ,     .
2
, n
mv mv s
s mv s F
R R
     
 Нам осталось найти модуль силы, действующей на частицу: 
 
22 2
τ 2α 1 / .nF F F s s R     
 
 Задача 3.3. Система состоит из двух последовательно соединенных 
пружинок с жесткостями κ1 и κ2 . Найти минимальную работу, которую 
необходимо совершить, чтобы растянуть эту систему на l . 
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 Решение. По третьему закону Ньютона силы упругости, возникающие в 
пружинках, должны быть равны: 
1
1 2 1 1 2 2 2
2
κ
 ,    κ κ  ,     ,
κ
F F l l l       
причем 1 2.l l l     
Тогда  
2 1
1 2
1 2 1 2
κ κ
 ,   .
κ κ κ κ
l l
l l
 
   
 
 
Работа идет на увеличение потенциальной энергии пружинок при их 
деформации, поэтому 
 
2 2 2
1 1 2 2 1 2
1 2
κ κ κ κ
.
2 2 2 κ κ
p
l l l
A W
  
    

 
 
Задача 3.4. Тело массы 𝑚  начинают поднимать с поверхности Земли, 
приложив к нему силу F , которую меняют с высотой подъема у по закону 
 2 1 ,F ay mg   где а – положительная постоянная. Найти работу этой силы и 
приращение потенциальной энергии 
тела в поле тяжести Земли на первой 
половине пути подъема. 
 
Решение. На тело действуют 
две силы – сила F  и сила тяжести 
.mg  Их результирующая F F mg   , 
и ее проекция на ось у будет равна 
 1 2 .yF ay mg    Построим график зависимости этой проекции от высоты у 
(рис. 3.7). Вначале проекция положительна, следовательно, тело движется 
ускоренно. Затем проекция результирующей силы меняет знак, движение тела 
Рис. 3.7 
FΣy 
y y1 ym 
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становится замедленным, и на некоторой высоте ym скорость тела обращается в 
нуль. Таким образом, ym – это максимальная высота подъема тела. Итак, в 
начале своего движения и на максимальной высоте скорость тела равна нулю, 
следовательно 0,kW   а это значит, что работа силы FΣy на всем пути подъема 
равна нулю. Графически работа силы определяется площадью под 
соответствующей зависимостью. В нашем случае работа определяется суммой 
площадей треугольников на рис. 3.7, причем площадь первого (лежащего над 
осью у) берется со знаком плюс, а площадь второго – со знаком минус. И они 
должны быть равны. Из этого условия мы можем найти половинную высоту 
подъема тела – это точка у1 , и в этой точке FΣy = 0. То есть 1 1/ 2 .y a  Ответ на 
второй вопрос готов – приращение потенциальной энергии тела в поле тяжести 
Земли на первой половине пути подъема равно 1 / 2α.pW mgy mg    
 Ответ на второй вопрос мы 
получим тоже графически, и для 
этого построим график зависимости 
Fy  (она равна   2 1yF ay mg  ) от 
высоты у (рис. 3.8). Работа силы на 
первой половине пути подъема 
равна площади трапеции: 
1
3 3
.
2 4
mg mg
A y
a
   
 
Задача 3.5. Потенциальная энергия частицы в некотором поле имеет вид 
2 / / ,pW a r b r   где a и b – положительные постоянные; r – расстояние от 
центра поля. Найти: 
а) значение 0r , соответствующее равновесному положению частицы; выяснить, 
устойчиво ли это положение; 
Рис. 3.8 
Fy 
2mg 
y1 ym y O 
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б) максимальное значение силы притяжения; примерные графики зависимостей 
 pW r  и  rF r , где  rF  – проекция силы на радиус-вектор. 
 
 Решение. Для начала построим примерный график зависимости  pW r
(сплошная линия на рис. 3.9). Этот график имеет минимум при 0r r , что 
соответствует равновесному положению частицы, причем это положение 
устойчиво. Определим его: 
03 2
2 2
0 ,     .
pdW a b a
r
dr br r
      
Найдем силу, действующую на частицу, в этом поле. Поле – центральное, и 
поэтому 
3 2
2
.
p
r
dW a b
F
dr r r
                                                 (1) 
График соответствующей зависимости изображен на рис. 3.9 пунктиром. 
 Прежде, чем довести до конца эту задачу, хотелось бы кое-что обсудить. 
Выражение (1), полученное при решении этой задачи, очень напоминает 
формулу, описывающую силу межмолекулярного взаимодействия, которая 
представляет собой равнодействующую двух сил – притяжения и отталкивания. 
Рис.  3.9 
Fr 
Wp 
r0 
r 
0 
rm 
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При 0r r  преобладает сила притяжения. Она направлена в сторону, 
противоположную направлению радиус-вектора, и поэтому ее проекция 
отрицательна (рис. 3.9). При 0r r  притяжения и отталкивания 
уравновешивают друг друга  0rF   – это положение устойчивого равновесия. 
При 0r r  резко возрастает сила отталкивания  0rF  , обусловленная, в 
основном, кулоновским отталкиванием сближающихся ядер. Полученная нами 
формула представляет собой, конечно, лишь сильно упрощенную модель этого 
взаимодействия. 
 Закончим решение этой задачи и найдем максимальное значение силы 
притяжения. Как следует из рис. 3.9, это значение силы соответствует значению 
mr r , и чтобы его найти, необходимо исследовать на экстремум формулу (1): 
3
max4 3 2
6 2 3
0,      ,      .
27
r
m
dF a b a b
r F
dr br r a
       
 
 Задача 3.6. Частица массы 4,0 гm   движется в двумерном поле, где ее 
потенциальная энергия 2α ,  α 0,19 мДж/м .pW xy   В точке 1  (3,0 м – 4,0 м) 
частица имела скорость 1 3,0 м/сv  , а в точке 2  5,0 м  6,0 м  скорость 
2 4,0 м/сv  . Найти работу неконсервативных сил на пути между точками 1 и 2. 
 
 Решение. Изменение механической энергии частицы равно работе 
неконсервативных сил Анк, поэтому 
       2 22 2 1 1 2 1 2 2 1 1α 6  мДж.
2
нк k p k p
m
A W W W W W v v x y x y            
 
 Задача 3.7. Небольшая шайба соскальзывает без начальной скорости с 
вершины гладкой горки высотой Н, имеющей горизонтальный трамплин 
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(рис. 3.10). При какой высоте h трамплина шайба пролетит наибольшее 
расстояние s? чему оно равно? 
 
 Решение. Воспользуемся законом сохранения механической энергии и  
найдем скорость шайбы в 
момент отрыва  
2
,
2
mv
mgH mgh   
 2 .v g H h   
Шайба вылетает с трамплина в 
горизонтальном направлении со 
скоростью v, вертикальная 
составляющая ее скорости равна нулю. Это значит, что мы можем найти время 
полета шайбы 
2 2
 ,   
2
gt h
h t
g
   
и дальность этого полета: 
 2 .s vt h H h    
Для того, чтобы оценить максимальную дальность полета шайбы, нужно 
исследовать полученное выражение на экстремум: 
    
1/2
2 0,
ds
h H h H h
dh

     
,    .
2
H
h s H   
 
 Задача 3.8. Гладкий легкий горизонтальный стержень АВ может 
вращаться без трения вокруг вертикальной оси, проходящей через его конец А. 
На стержне находится небольшая муфточка массы 𝑚, соединенная невесомой 
Рис. 3.10 
H 
h 
s 
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пружинкой длины 0l  c концом А. Жесткость пружинки равна κ. Какую работу 
надо совершить, чтобы раскрутить эту систему до угловой скорости ω? 
 
 Решение. В процессе раскрутки увеличивается кинетическая энергия 
муфты, а также происходит растяжение пружины, что приводит к появлению 
потенциальной энергии деформированной пружины. Таким образом, 
совершенную работу можно представить в виде 
2 2κ
,
2 2
mv l
A

   
где 0ω ,     .v l l l l     
 Сила упругости играет роль центростремительной силы, удерживающей 
муфту на окружности, поэтому 
2κ ω ,l m l   
  20κ ω ,l l m l   
0
2
κ
.
κ ω
l
l
m


 
Итак, 
2
0 0
2 2
κω ω
 ,      ,
κ ω κ ω
l m l
v l
m m
  
 
 
и после несложных преобразований мы получаем ответ 
2
2 2
0
2
2
ω
ω 1
κ
,
ω
2 1
κ
m
m l
A
m
 
 
 
 
 
 
 
который можно записать более компактно, если ввести обозначение 
2η ω / κ :m  
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 
 
2
0
2
ηκ 1 η
.
2 1 η
l
A



 
 
 Задача 3.9. В К-системе отсчета вдоль оси х движутся две частицы: одна 
массы 1m   – со скоростью 1v  и другая массы 2m  – со скоростью 2v . Найти: 
а) скорость V К  -системы отсчета, в которой суммарная кинетическая энергия 
этих частиц минимальна; 
б) суммарную кинетическую энергию этих частиц в К  -системе. 
 
 Решение. В К  -системе отсчета скорости частиц будут равны 
соответственно 1 1 2 2,    ,v v V v v V      поэтому их суммарную кинетическую 
энергию можно записать в виде 
   
2 2
1 1 2 2 .
2 2
k
m v V m v V
W
 
    
Для того, чтобы найти скорость V  К  -системы отсчета, в которой суммарная 
кинетическая энергия этих частиц минимальна, исследуем полученное 
выражение на экстремум: 
   1 1 2 2 0,
kdW m v V m v V
dV

       
1 1 2 2
1 2
,
m v m v
V
m m



 
Полученное выражение нам еще встретится  – это скорость движения центра 
масс этих частиц cV .  
 Займемся вторым вопросом этой задачи и найдем суммарную 
кинетическую энергию этих частиц в К  -системе: 
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     
 
 
 
 
 
2 2 2 22 2
1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1
2 2
1 2 1 2
21 2
1 2
1 2
.
 
2 2 2 2
2
k
m v V m v V m m v v m m v v
W
m m m m
m m
v v
m m
   
     
 
 

 
Часто эту формулу записывают иначе, вводя величину 
1 2
1 2
μ ,
mm
m m


 
которую называют приведенной массой. Тогда 
 
2
1 2μ .
2
k
v v
W

   
 
 Задача 3.10. Имеются два стационарных силовых поля: 
1) ;F ayi  
2) ,F axi byj   
где i  и j  – орты осей x и y; a и b – постоянные. Потенциальны ли эти силовые 
поля? 
 
 Решение. Найдем работу силы каждого поля на пути из некоторой точки 
1  1 1, x y  до некоторой точки 2  2 2 , :x y   
1) 
2
1
 ;   ;
x
x
dA Fdr aydx A a ydx      
2) 
2 2
1 1
 ;   .
x y
x y
dA Fdr axdx bydy A a xdx b ydy        
В первом случае интеграл зависит от вида функции  y x  то есть от формы 
пути, поэтому первое поле непотенциально. Во втором случае оба интеграла не 
зависят от формы пути: они зависят только от начальной и конечной точек 
пути, следовательно, второе поле потенциально. 
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 Задача 3.11. Шарик массы m подвесили на упругой невесомой нити, 
коэффициент жесткости которой κ . Затем шарик приподняли так, что нить 
оказалась в недеформированном состоянии, и отпустили без начальной 
скорости. Найти максимальное удлинение нити mx  в процессе движения 
шарика. 
 
 Решение. Шарик находится в поле консервативных сил – силы тяжести и 
силы упругости, поэтому выполняется закон сохранения механической энергии, 
следовательно, 0.k pW W W      При переходе шарика из начального 
положения в конечное (нижнее) 0kW  , поэтому и 0pW  . Потенциальная 
энергия представляет собой сумму двух слагаемых – потенциальной энергии 
частицы в поле тяжести и потенциальной энергии деформированной нити. 
Будем считать, что нулевой уровень потенциальной энергии соответствует 
начальному положению шарика, при котором нить не деформирована. Тогда в 
нижней точке 2κ / 2p m mW mgx x    , и она тоже равна нулю. Мы получаем 
ответ: 2 / κ.mx mg   
 
 Задача 3.12. Показать, что кинетическая энергия 2kW , которую 
необходимо сообщить телу для удаления его за пределы его земного 
притяжения, в два раза превышает кинетическую энергию 1kW , необходимую 
для выведения этого тела на круговую орбиту искусственного спутника Земли 
(вблизи его поверхности).  
 Решение. Для начала найдем скорость 𝑣1 тела, движущегося по круговой 
орбите. По второму закону Ньютона 
2
1 ,
mv
mg
R
  
1 7,9  км/с,v gR   
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где m – масса тела; R – радиус орбиты, приблизительно равный радиусу Земли. 
Это так называемая первая космическая скорость. 
 Для того чтобы тело смогло преодолеть поле тяготения Земли, ему 
необходимо сообщить вторую космическую скорость 2v . Ее можно найти из 
закона сохранения энергии: кинетическая энергия вблизи поверхности Земли 
должна быть равна высоте потенциального барьера, который тело должно 
преодолеть. Высота этого потенциального барьера равна приращению 
потенциальной энергии тела между точками 𝑟 = 𝑅  и 𝑟 = ∞ . Используя 
формулу (3.33), получим 
2
2 ,
2
mv mM
G
R
  
2
2
2 11 км/с,
GM
v gR
R
    
где М – масса Земли. 
Следовательно, 2 1 2 12 ,    . 2k kv v W W    
 
Глава 4. ЗАКОН  СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА 
 §4.1. Движение центра масс системы 
Пусть положения частиц, имеющих массы Nmm ,...,1 , в данный момент 
времени определяются радиус-векторами 1, , Nr r . Центром масс (или центром 
инерции) такой системы называется точка, положение которой в пространстве 
определяется радиус-вектором 
1
1
,
N
C i i
i
r m r
m 
                                                       (4.1) 
где  m – суммарная масса всех частиц системы. 
Найдем скорость, с которой движется центр масс: 
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1 1
1 1
.
N N
C i
C i i i
i i
dr dr P
V m m v
dt m dt m m 
                              (4.2) 
Если система находится под действием внешних сил, то 
,C
dV
m F
dt
                                                  (4.2a) 
где F  – результирующая всех сил, действующих на частицы системы. Это 
уравнение называют уравнением движения центра масс системы. Оно является 
одним из важнейших уравнений. Согласно ему при движении любой системы 
ее центр масс движется так, как если бы вся масса была сосредоточена в этой 
точке, и к ней были бы приложены все силы, действующие на систему. При 
этом ускорение центра масс не зависит от точек приложения внешних сил. 
При решении многих физических задач удобно использовать систему 
отсчета, связанную с центром масс. Мы будем называть ее С-системой. Это 
вызвано двумя полезными свойствами такой системы отсчета. 
1. Полный импульс системы частиц относительно С-системы отсчета 
равен нулю. Покажем это. Пусть имеется система, состоящая из N  частиц 
массами Nmm ,...,1 , скорости которых относительно лабораторной системы 
отсчета K  равны 1, , Nv v . Свяжем систему отсчета K  с центром масс этих 
частиц, скорость которого относительно системы K  определяется формулой 
(4.3). Используя закон сложения скоростей, определим скорость i -й частицы в 
системе K  :  
i i Cv v V    
и найдем полный импульс частиц в K  -системе отсчета: 
1 1
0.
N N
i i i i i C
i i
P
P m v m v m V P m
m 
 
       
 
    
2. Покажем, что суммарная кинетическая энергия частиц в С-системе 
принимает минимальное значение. 
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Рассмотрим систему, состоящую из N частиц массами 1 ,..., Nm m , 
скорости которых в лабораторной системе отсчета K  равны 1, , Nv v . Введем 
систему отсчета K  , которая движется относительно системы отсчета K  со 
скоростью V

. Скорость i-й частицы в системе K  определяется формулой  
i i Cv v V   , поэтому суммарная кинетическая энергия частиц в K  -системе 
запишется в виде 
       
2
2 22 2
1 1 1
.
2 2 2
N N N
i i i i
k i ix x iy y iz z
i i i
mv m m
W v V v V v V v V
  
          
 


    
 Видим, что значение кинетической энергии зависит от компонентов 
скорости, с которой движется система K  . Исследуем полученное выражение 
на экстремум. Для этого найдем производные и приравняем их к нулю: 
0, 0, 0.k r z
x y z
W W W
V V V
    
  
  
 
Рассмотрим первое из этих равенств: 
 
1 1 1
0
N N N
k
i ix x i ix i x
i i ix
W
m v V m v m V
V   
  
       
  
    
и выразим из него  Vx 
1 1
1
.
N N
i ix i ix
i i
x N
i
i
m v m v
V
m
m
 

 
 

 
Аналогично получаем 
1
N
i iy
i
y
m v
V
m


,                          1 .
N
i iz
i
z
m v
V
m


 
Окончательное выражение для вектора скорости V

имеет вид 
1
1
.
N
x y z i i C
i
V V i V j V k m v V
m 
      
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Найдем знаки вторых производных:  
2 2 2
2 2 2
1
0.
N
k k k
i
ix y z
W W W
m
V V V 
    
   
  
  
Итак, суммарная кинетическая энергия частиц в системе их центра масс имеет 
минимальное значение. 
 Вычислим кинетическую энергию частиц в С-системе: 
 
2
2 2 2 2
.
2 2 2 2 2
i i Ci i i i C C
k i i C k
m v Vm v m v mV mV
W mvV W

            
При записи окончательного результата мы учли, что .i i Cmv mV   
 Таким образом, кинетическая энергия системы частиц складывается из их 
суммарной кинетической энергии в С-системе и кинетической энергии, 
связанной с движением системы частиц как целого: 
2
.
2
C
k k
mV
W W                                                  (4.3) 
 Рассмотрим простейшую систему, состоящую из двух частиц массами m1  
и m2, которые движутся в К-системе со скоростями v1 и v2. Найдем импульсы и 
энергию этих частиц в С-системе отсчета: 
     1 21 1 1 1 1 1 2 1 2
1 2
μ ,C
mm
p m v m v V v v v v
m m
       

                      (4.4) 
где μ  – так называемая приведенная масса системы, 1 2
1 2
μ
mm
m m


.  
Импульс второй частицы находится легко: 
 2 1 2 1μ .p p v v      
Таким образом, импульсы обеих частиц в С-системе противоположны по 
направлению и одинаковы по модулю: 
2 1 отнμ μ ,p v v v    
где отнv  – скорость одной частицы относительно другой. 
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 Теперь обратимся к кинетической энергии. Суммарная кинетическая 
энергия обеих частиц в С-системе 
22 2 2 2
отн1 2
1 2
1 2 1 2
μ1 1
.
2 2 2 2μ 2
k k k
vp p p p
W W W
m m m m
  
          
 
          (4.4a) 
 §4.2. Закон сохранения импульса 
 Частицы, образующие физическую систему, могут взаимодействовать как 
друг с другом, так и с другими телами, не входящими в состав этой системы.  
 Система частиц называется изолированной (или замкнутой), если эти 
частицы не взаимодействует ни с какими внешними телами. 
Например, с высокой точностью изолированной является Солнечная 
система, включающая в себя Солнце, планеты, астероиды и т.д. 
 Рассмотрим  изолированную  систему,  состоящую из N  частиц   массами 
1 ,..., Nm m , имеющими скорости 1, , Nv v . Эти частицы обладают импульсами 
i i ip m v . Все известные к настоящему времени опытные факты позволяют 
сформулировать один из наиболее фундаментальных законов физики – закон 
сохранения импульса: 
 В инерциальной системе отсчета полный импульс Р  изолированной 
системы есть величина постоянная 
1 1
const.
N N
i i i
i i
P m v p
 
                                        (4.5) 
 Следствием этого закона является следующее важное утверждение: 
сумма импульсов тел до взаимодействия равна сумме импульсов после 
взаимодействия, если эти тела образуют замкнутую систему. 
Если система замкнутая, то ее центр масс движется равномерно и 
прямолинейно.  
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 Импульс может сохраняться и для незамкнутой системы при условии, что 
результирующая внешних сил равна нулю. Действительно, из уравнения (2.2) 
следует, что если F  = 0, то р = const. 
 И последнее. У незамкнутой системы может сохраняться неизменным не 
импульс в целом, а его проекция на какое-либо направление. Как следует из 
формулы (2.2), проекции импульса на оси y и z остаются постоянными в случае, 
если вектор силы F  направлен вдоль оси х. В частности, если тело находится в 
поле тяжести Земли, у него будет изменяться только вертикальная 
составляющая импульса, в то время как горизонтальные составляющие 
меняться не будут. Это обстоятельство объясняет известный факт – движение 
тела в горизонтальном направлении в поле тяжести Земли происходит с 
постоянной скоростью. 
 Рассуждения, приводящие к закону сохранения импульса, обычно 
опираются на справедливость законов Ньютона. В частности, предполагается, 
что частицы замкнутой системы взаимодействуют друг с другом попарно и это 
взаимодействие подчиняется третьему закону Ньютона. А как обстоит дело в 
случае систем, не подчиняющихся законам Ньютона, например в системах с 
электромагнитным излучением?  
 Ответ на этот вопрос дает опыт, который показывает, что закон 
сохранения импульса справедлив и для таких систем. Однако, в этом случае в 
общем балансе необходимо учитывать не только импульсы частиц, но и 
импульс, которым обладает само поле излучения. 
 Таким образом, закон сохранения импульса представляет 
фундаментальный закон природы, не знающий никаких ограничений. В таком 
понимании он уже не является следствием законов Ньютона, а должен 
рассматриваться как самостоятельный общий принцип, являющийся 
обобщением опытных фактов.  
 
87 
 
 
§4.3. Упругое столкновение частиц  
 Во многих случаях взаимодействие частиц носит характер столкновений. 
 Столкновение - это процесс кратковременного взаимодействия частиц, 
происходящий в ограниченной пространственной области. Различают упругие 
и    неупругие столкновения. 
 Упругим называют столкновение, в результате которого не меняется 
внутреннее состояние взаимодействующих частиц. В противном случае 
столкновение называется неупругим. 
 Столкновениями обусловлены многие явления, в частности, вся динамика 
газов, включая теплопроводность и вязкость. Особое значение имеют 
столкновения для изучения явлений микромира. Свойства ядер, элементарных 
частиц можно исследовать, главным образом анализируя их столкновения с 
другими частицами. Независимо от своей конкретной физической природы 
столкновения имеют важное общее свойство – информацию о таких процессах 
можно получить из законов сохранения, которые справедливы не только в 
классической, но и в квантовой механике.      
 В дальнейшем будем считать, что система двух частиц замкнута и 
система отсчета, в которой мы рассматриваем их столкновение – инерциальная. 
Сразу отметим, что в случае упругого столкновения выполняются законы 
сохранения импульса и механической энергии, а при неупругом столкновении – 
только закон сохранения импульса, так как при этом часть механической 
энергии переходит в иные виды, чаще всего во внутреннюю. 
 Рассмотрим упругое столкновение двух частиц и будем считать для 
простоты, что одна из них, допустим, вторая, покоится. Этого легко добиться, 
связав с ней систему отсчета К, которую мы будем считать лабораторной. 
 Тогда законы сохранения энергии и импульса запишутся так: 
2 2 2
01 1 2
1 1 2
,
2 2 2
p p p
m m m
                                          (4.6) 
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01 1 2,p p p                                               (4.7) 
Поясним обозначения, использованные в этих уравнениях. 01p – импульс 
первой частицы до столкновения (об этом говорит индекс «0»), 1 2 и p p – 
импульсы частиц после столкновения. Перепишем уравнение (4.7) в виде 
1 01 2p p p    и подставим его в уравнение (4.6): 
 
22 2
01 201 2
1 1 2
.
2 2 2
p pp p
m m m

   
После несложных преобразований мы приходим к равенству 
 22 1 2
01 2
2
.
2
p m m
p p
m

                                         (4.8) 
Скалярное произведение в левой части можно записать в виде 
01 2 01 2 cos ,p p p p   
где ϑ – угол между векторами 01p  и 2p , и тогда мы получаем выражение для 
2,p  которое полностью решает нашу задачу: 
2
2 01
1 2
2
cos .
m
p p
m m
 

                                          (4.9) 
 Построим теперь так называемую векторную диаграмму импульсов, 
которая позволит описать результат этого столкновения. Проведем из 
некоторой точки О вектор 01p , изображающий импульс налетающей частицы 
(рис. 4.1). Затем построим окружность радиуса 
 
2 01
1 2
ρ
m p
m m


 с центром, 
лежащим на прямой, совпадающей с вектором  01p , таким образом, чтобы 
окружность проходила через точку О. Рассмотрим произвольный треугольник 
ОАВ, вписанный в эту окружность и опирающийся на ее диаметр. Это 
прямоугольный треугольник, поэтому при любом угле ϑ катет ОА будет 
удовлетворять уравнению (4.9), то есть он представляет импульс 2p  второй 
частицы после столкновения. Из закона сохранения импульса (4.7) легко 
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графически определить и импульс 1p  первой частицы после столкновения 
(рис. 4.1). Угол α называют углом разлета частиц после столкновения, он 
определяется как угол между векторами 1p  и 2.p  Угол β является углом 
отклонения налетающей частицы от направления ее движения до столкновения. 
Таким образом, все величины, характеризующие данное столкновение, 
определены. 
 На рис. 4.1 изображен случай, когда 012ρ p , то есть  
2
1 2
2
1,
m
m m


и, 
следовательно, 1 2.m m  Из этого рисунка видно, что угол разлета α может 
меняться от 0 до π / 2 . Отметим также, что налетающая частица не может 
изменить направление своего движения на произвольный угол – угол β может 
принимать значения от 0 до π / 2 . При этом следует иметь в виду, что этот угол 
Рис.  4.1 
O 
A 
B 
2ρ 
01p  
1p  
2p  
θ 
α 
β 
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имеет предельное значение предβ , которое определяется соотношением масс 
сталкивающихся частиц: 2пред
1
s n .i β
m
m
  
 На рис. 4.2 изображена векторная диаграмма импульсов, описывающая 
столкновение частиц в случае, когда 1 2m m . Как мы видим, ситуация заметно 
изменилась. Угол разлета теперь 
лежит в пределах π / 2 α π.   
Угол β отклонения падающей 
частицы от ее первоначального 
направления движения изменяется 
от 0 до π, то есть частица может 
отклониться незначительно, а 
может изменить направление 
своего движения на обратное. 
Значение предельного угла 
отклонения здесь отсутствует. 
 Если массы сталкивающихся 
частиц равны, 012ρ p , то есть 
импульс налетающей частицы 
представляет собой диаметр окружности, которую мы изобразили на рис. 4.1 и 
4.2. В этом случае угол разлета принимает конкретное значение: α π / 2 , а 
угол отклонения лежит в пределах 0 β π / 2.    
 В каждом из рассмотренных случаев все характеристики столкновения 
определяются по углу ϑ. Но каково его значение в каком-то конкретном случае? 
На этот вопрос законы сохранения ответить не могут. Все зависит от условий 
столкновения и особенностей взаимодействия частиц. Таким образом, вопрос о 
том, что происходит в области столкновения частиц остается открытым. Мы 
Рис.  4.2 
O 
2ρ 
01p  
1p  
2p  
θ 
α 
β 
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можем лишь установить связь между характеристиками сталкивающихся 
частиц до и после столкновения. 
 Рассмотрим более подробно так называемое лобовое столкновение или 
центральный удар. На рис. 4.1 и 4.2 видно, что покоящаяся частица получает в 
результате столкновения максимальный импульс в том случае, когда 0 . При 
этом, как следует из формулы (4.9) 
2
2 01
1 2
2
.
m
p p
m m


                                             (4.10) 
 Кинетическую энергию 2kW  этой частицы после столкновения можно связать с 
кинетической энергией 0kW  налетающей частицы: 
   
22
1 2 012 1 2
2 02 2
2 1 1 2 1 2
4 4
2
.
2
k k
mm pp m m
W W
m m m m m m
  
 
               (4.11) 
 Проанализируем это выражение. Начнем с предельных случаев. 
1.  2 2 1 04 /k kW m m W  при 1 2 m m , 
2.  2 1 2 04 /k kW m m W при 2 1,m m                                                                   (4.12) 
то есть 2 0k kW W  в обоих случаях. Найдем условие максимальной передачи 
энергии при таком столкновении. Для этого исследуем на экстремум 
выражение (4.11). Пусть суммарная масса частиц равна 1 2m m m  и 
2 1.m m m   Тогда 
 1 1
2 02
4
.k k
m m m
W W
m

  
 2 0 1
1
4 2 0,k k
dW
W m m
dm
    
1 .
2
m
m   
Итак, максимальная передача энергии происходит при равенстве масс – в этом 
случае 2 0k kW W , то есть вся энергия от первой частицы передается второй. 
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 Упругие столкновения лежат в основе процесса замедления нейтронов. 
Дело здесь заключается в следующем. При делении ядер урана на две примерно 
равные части выделяется большая энергия в виде кинетической энергии 
осколков деления. Одновременно при этом образуется один или несколько 
нейтронов. Само деление ядер урана происходит под действием нейтронов. При 
столкновении ядра урана с нейтроном в большинстве случаев происходит 
упругое столкновение, но иногда оно завершается захватом, в результате 
которого ядро делится. Вероятность такого захвата очень мала и увеличивается 
с уменьшением энергии нейтрона. Поэтому, чтобы обеспечить достаточно 
интенсивную ядерную реакцию, необходимо уменьшить кинетическую 
энергию нейтронов. При каждом упругом лобовом столкновении нейтронов с 
ядрами урана в соответствии с формулой (4.12) от нейтрона ядру передается 
лишь малая часть (примерно 4/238) его энергии. Это очень маленькая величина, 
и нейтроны замедляются чрезвычайно медленно. Чтобы ускорить этот процесс, 
в зону ядерного реактора, в которой происходит деление ядер, вводят 
специальное вещество – замедлитель. Ясно, что ядра замедлителя должны быть 
достаточно легкими. В качестве замедлителя применяется, в частности, графит. 
Ядро углерода, входящего в графит, массивнее нейтрона примерно в 12 раз. 
Поэтому при каждом лобовом столкновении нейтрона с ядром графита 
последнему передается примерно (4/12) = 1/3 часть энергии нейтрона и процесс 
замедления идет очень быстро. 
 §4.4. Неупругое столкновение частиц 
 Основной особенностью неупругих столкновений является изменение 
внутренней энергии частиц, участвующих в столкновении. Проанализируем 
неупругое столкновение двух частиц, в процессе которого образуется 
составная частица. Такое столкновение часто называют абсолютно неупругим. 
Частицы массами 1m  и 2m  имели до столкновения скорости 1v  и 2v ,  
скорость составной частицы –  u .  Применим закон сохранения импульса:  
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 1 1 2 2 1 2 ,mv m v m m u    
откуда следует 
1 1 2 2
1 2
.
m v m v
u
m m



                                               (4.13) 
Обратим внимание на то, что это выражение совпадает с формулой для 
скорости движения центра масс системы частиц.  
 Важной особенностью неупругих столкновений является то, что при этом 
не выполняется закон сохранения механической энергии, так как часть ее 
переходит в иные виды энергии, например, во внутреннюю. Найдем количество 
теплоты, которое выделяется при неупругом столкновении как разность 
кинетических энергий частиц до и после столкновения: 
   
 
 
 
222 2 2 2
1 2 1 1 2 21 1 2 2 1 1 2 2
1 2
21 2
1 2
1 2
2 2
.
2 2 2 2
2
m m u m v m vm v m v m v m v
Q
m m
m m
v v
m m
    
         
   
 

       (4.14) 
Этот результат, между прочим, можно легко получить, если рассмотреть это 
столкновение в С-системе отсчета, связанной с центром масс этих частиц. До 
столкновения кинетическая энергия частиц определяется формулой (4.5)  
2
отнμ ,
2
k
v
W    
а после – равна нулю. Ответ очевиден: .kQ W   
 Еще один интересный вопрос – при каком соотношении масс частиц 
потери на тепло будут максимальными? 
 Пусть 1 2 2 1,  .m m m m m m     
Тогда формулу (4.14) можно записать в виде 
 
 
21 1
1 2
2
m m m
Q v v
m

   
и исследовать это выражение на экстремум: 
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 
21
1 2
1
2
0,
2
dQ m m
v v
dm m

    
1 2
2
.
m
m m   
При этом 
 
2
1 1 2 .
1
4
Q m v v   
Если вторая частица покоилась, то 21 1 / 4,Q m v  а это половина кинетической 
энергии первой частицы. 
 Существует много неупругих столкновений, в которых внутренняя 
энергия частиц способна изменяться только на совершенно определенную 
величину, зависящую от свойств самих частиц – таковы, например, неупругие 
столкновения атомов и молекул. Они могут происходить как с выделением 
энергии 0Q   (их называют экзоэнергетическими), так и с поглощением 
энергии – это эндоэнергетические реакции 0Q  . Экзоэнергетические реакции 
могут протекать при сколь угодно малой кинетической энергии налетающей 
частицы, и мы эти процессы, по сути, уже рассмотрели. В случае с 
эндоэнергетическими реакциями ( 0Q  ), и тут все не так просто. У этих 
реакций существует  порог. Порогом называют минимальную кинетическую 
энергию налетающей частицы, начиная с которой данный процесс становится 
возможным. 
 Итак, нам необходимо осуществить такое эндоэнергетическое 
столкновение, в котором внутренняя энергия частиц способна получить 
приращение, не меньше некоторого значения Q . Найдем условия, 
необходимые для протекания этого процесса. 
 Проще всего этот вопрос решается с системе центра масс (С  –  системе), 
где ясно, что суммарная кинетическая энергия kW   частиц до столкновения 
должна быть не меньше Q , то есть kW Q  . Отсюда следует, что существует 
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минимальное значение  минkW Q  , при котором кинетическая энергия этой 
системы частиц целиком пойдет на увеличение внутренней энергии системы, и 
частицы после столкновения остановятся в С-системе. 
 Рассмотрим этот же вопрос в лабораторной системе отсчета (К-системе), 
где частица массы 1m  налетает на покоящуюся частицу массы 2m . Так как в С-
системе при   минkW   частицы после столкновения останавливаются, то это 
значит, что в К-системе обе частицы после столкновения будут двигаться как 
единое целое с суммарным импульсом, равным импульсу 01р налетающей 
частицы и кинетической энергией, равной 
 
2
01
1 2
.
2
k
p
W
m m
 

                                             (4.15) 
Кинетическая энергия налетающей частицы при этом – это пороговая 
кинетическая энергия  1 порkW , и ее тоже можно выразить через 01р : 
2
01
1 пор
1
.
2
k
p
W
m
  
Итак, 
1 пор .k kW Q W                                           (4.16) 
Учтем, что 21 1 1 пор2 kp mW , и запишем формулу (4.15) в виде 
1
1 пор
1 2
.k k
m
W W
m m
 

 
Тогда уравнение (4.16) принимает вид 
1
1 пор 1 пор
1 2
.k k
m
W Q W
m m
 

 
и мы приходим к окончательному выражению 
1 2
1 пор
2
.k
m m
W Q
m

                                           (4.17) 
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Это и есть та пороговая кинетическая энергия налетающей частицы, начиная с 
которой данный эндоэнергетический процесс становится энергетически 
возможным. 
 Отметим, что полученная формула играет особенно важную роль в 
атомной и ядерной физике. С ее помощью определяют как порог различных 
эндопроцессов, так и соответствующее им значение энергии Q . 
 
 §4.5. Движение тел переменной массы 
  Существует довольно много явлений, относящихся к движению тел, 
масса которых изменяется в процессе движения. Классическим примером 
является реактивное движение. 
 Пусть ракета, имеющая в момент времени  t  массу  m t и движущаяся со 
скоростью v , выбрасывает массу газа dm  со скоростью u . Отметим, что эти 
скорости  определены относительно инерциальной системы отсчета, в которой 
рассматривается движение. В соответствии с законом сохранения массы, 
изменение массы ракеты dm dm  . Понятно, что 0dm . В момент времени  t 
импульс системы равен mv . В момент t dt  ее импульс запишется как 
  m dm v dv udm   . Тогда по закону сохранения импульса (а мы считаем 
систему изолированной) 
   .m dm v dv udm mv     
Отбросив член второго порядка малости dmdv , получим 
0,mdv vdm udm     
  0,d mv udm   
  .d mv udm  
Разделим это уравнение на dt  и воспользуемся законом сложения скоростей 
,u u v   
где u  – скорость газа относительно ракеты. Тогда 
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.
dv dm
m u
dt dt
                                                   (4.15) 
Мы получили уравнение движения тела переменной массы, которое называют 
уравнением Мещерского. 
 Если на ракету действует внешняя сила F , то это уравнение примет вид 
.
dv dm
m F u
dt dt
                                                   (4.16) 
Обозначим ежесекундный расход топлива через μ. Очевидно, что μ /dm dt  , 
и тогда уравнение Мещерского принимает вид 
μ .
dv
m F u
dt
                                               (4.17) 
Величина μu  представляет реактивную силу. Если u  противоположна v , 
ракета ускоряется, если совпадает – то тормозится. При другом любом 
соотношении между ними происходит изменение скорости как по величине, так 
и по направлению.  
 Рассмотрим ускорение ракеты при прямолинейном движении, считая, что 
0F   и скорость выбрасываемых газов относительно ракеты постоянна: 
.
dv dm
m u
dt dt
   
Знак минус в этой формуле появился потому, что вектор  u  противоположен 
вектору v . Это равенство можно переписать в виде 
dm dv
m u
 

 
и проинтегрировать его 
0 0
,
m v
m v
dm dv
m u
 
 
 
0
0
ln .
v vm
m u

 

                                              (4.18) 
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Пределы интегрирования понятны – 0m  и 0v – это начальная масса ракеты и ее 
начальная скорость, m и v – их конечные значения.  
Эту формулу называют формулой Циолковского, и ее удобно записывать 
в одном из следующих двух видов: 
0
0 ln ,
m
v v u
m
                                               (4.19) 
 0 /
0 .
v v u
m m e
 
                                               (4.20) 
 Наиболее важной проблемой ракетного движения является достижение 
максимальной скорости при минимальном расходе топлива, то есть при 
минимальной разнице М0 и М. Как видно из формулы (4.19), этого  можно 
достигнуть только увеличением скорости u  истечения газов, которая, к 
сожалению, ограничена. Рассмотрим в качестве примера химическое топливо. 
Кинетическая энергия выбрасываемых ракетным двигателем частиц получается 
за счет химической энергии, выделяемой в камере двигателя при сгорании 
топлива. Будем для простоты считать, что вся энергия, выделившаяся в 
процессе сгорания, превращается в кинетическую энергию выбрасываемых из 
сопла частиц. Тогда 
2
λ ,      2λ.
2
m u
m u
 
    
В этих формулах λ – теплотворная способность топлива, а m  – его масса. Это, 
конечно, сильно завышенное значение, потому что мы не учли множества 
сопутствующих факторов, начиная от того, что часть энергии идет на нагрев 
стенок двигателя, и кончая тем, что выбрасываемые частицы движутся не 
строго назад, а расходятся в пределах некоторого конуса. Практически для 
химического топлива получены скорости истечения 4 5  км/с . 
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 Задачи к главе 4.  
Задача 4.1. Замкнутая цепочка А массы  m = 
0,36кг соединена  нитью с концом вертикальной 
оси центробежной машины (рис. 4.3) и вращается 
с постоянной угловой скоростью  ω = 35 рад/с. 
При этом нить составляет угол  θ = 45° с 
вертикалью. Найти расстояние от центра масс 
цепочки до оси вращения, а также силу натяжения 
нити.                                                                                               Рис. 4.3 
                                                                                                         
 Решение. Прежде всего ясно, что при равномерном вращении центр масс 
цепочки вращается в горизонтальной плоскости, а это 
значит, что вертикальная составляющая силы Т   
натяжения нити компенсирует силу тяжести (рис. 4.4). С 
другой стороны, горизонтальная составляющая силы  Т   
направлена к центру окружности, по которой движется 
центр масс С и играет роль центростремительной силы. 
Поэтому 2tgθ ω ,Cmg m r  
2
tgθ
0,8 см.
ω
C
g
r    
Силу натяжения найдем по формуле 
5 Н.
cosθ
mg
T    
 В заключение отметим, что точка  С  находится в геометрическом центре 
фигуры, контур которой совпадает с цепочкой, и расположена между нитью и 
осью вращения. 
 
Рис.  4.4 
 
mg  
Т  
θ 
C 
100 
 
 
 Задача 4.2. Плот массы  М  с находящимся на нем человеком массы  m  
неподвижно стоит на поверхности пруда. Относительно плота человек 
совершает перемещение l  со скоростью  ( )v t и останавливается. Пренебрегая 
сопротивлением воды, найти перемещение плота  l   относительно берега. 
 
 Решение. Равнодействующая всех сил, действующих на плот с 
человеком, равна нулю, поэтому можно воспользоваться законом сохранения 
импульса 
1 2 0,Mv mv                                                     (1) 
где  1v   и  2v  – скорости плота и человека относительно берега. Воспользуемся 
законом сложения скоростей: ,v v V    где v   – скорость тела в лабораторной 
системе отсчета (в нашем случае – относительно берега); v  – скорость тела в 
системе отсчета, которая движется со скоростью V  относительно лабораторной 
(это – плот). В наших обозначениях это уравнение принимает вид 
2 1.v v v                                                           (2) 
Выразим отсюда 2v , подставим в уравнение (1), и получим 
1 .
m
v v
m M
 

 
Умножим обе части этого равенства на интервал времени  dt  и проинтегрируем 
полученное выражение: 
1
0 0
,
t t m
v dt v dt
m M
 

   
где  t – время, в течение которого человек совершает перемещение. 
 Мы получаем ответ: 
.
 
m
l l
m M
 

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 Задача 4.3. Две небольшие шайбы массами m1 и m2 связаны 
нерастяжимой нитью и движутся по гладкой горизонтальной плоскости. в 
некоторый момент скорость одной шайбы равна нулю, а другой – v, причем ее 
направление перпендикулярно нити. Найти силу натяжения нити.  
 
 Решение. Из условия задачи ясно, что для этой системы из двух шайб 
(рис. 4.6) выполняются законы сохранения импульса и 
механической энергии. И мы можем записать, что 
2 ,p m v  
2
2 .
2
k
m v
W   
 Воспользуемся формулой (4.4а) и запишем ее так: 
 
 
2
1 2
1 2
.
2 2
C
k k k
m m V p
W W W
m m

    

 
Эта формула позволяет представить кинетическую 
энергию kW  системы как сумму двух слагаемых. Первое представляет 
кинетическую энергию этих шайб в системе их центра масс (в С-системе), а 
второе описывает кинетическую энергию поступательного движения этой 
системы как целого.  
Найдем kW  :  
     
2 2 2 2 2
2 2 1 2
1 2 1 2 1 2
.
2 2 2 2
k k
p m v m v m m v
W W
m m m m m m
     
  
 
Подумаем, как ведут себя шайбы в системе из центра масс. В С-системе их 
импульсы равны по величине и противоположно направлены, а поскольку они 
связаны нитью, то остается единственный вариант – они вращаются 
относительно центра масс (точка С) с угловой скоростью ω (рис. 4.7). 
Положение точки C мы определим легко: 
1 1 2 2,m r m r  
Рис. 4.6 
m1 
r1 
m2 
r2 
C 
v  
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а поскольку 1 2 ,r r l    то нетрудно получить следующие соотношения: 
2 1
1 2
1 2 1 2
,   .
m l m l
r r
m m m m
 
 
 
Кинетическую энергию шайб в системе их центра масс kW   можно записать в 
виде 
 
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
1 2
ω ω ω
.
2 2 2 2 2
k
m v m v m r m r m m l
W
m m
     

ˊ ˊ
              (2) 
Сравнивая формулы (1) и (2), мы видим, что ω / .v l  
 Сила натяжения нити Т, которую нам надо найти, играет роль 
центростремительной силы, по действием которой шайбы вращаются вокруг 
центра масс, поэтому 
 
2 2
2 2 1 2
1 1 2 2
1 2
μ
ω ω .
mm v v
T m r m r
m m l l
   

 
 
 Задача 4.4. Цепочка массой  m = 1 кг и длиной  l = 1,40 м висит на нити, 
касаясь поверхности стола своим нижним концом. После 
пережигания нити цепочка упала на стол. Найти полный 
импульс, который она передала столу. 
 
 Решение. Разобьем цепочку на множество элементов 
длиной dh (рис. 4.8) и рассмотрим один из них, находящийся 
на высоте  h. Его масса  /dm m l dh , и скорость, с которой 
он упадет на стол, можно определить из известной формулы 
2 2
0 ,
2
v v
s
a

  
которая в нашем случае принимает вид  2 / 2h v g  и  2 .v gh     
Рис. 4.8 
dh 
h 
h 
l 
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 Этот элемент в момент падения имеет импульс  / 2 ,dp dmv m l ghdh   
и поэтому полный импульс, который цепочка передает столу при падении, 
вычисляется легко: 
 
0
2 кг м
/ 2 2 3,5  .
3 с
h
p m l ghdh m gh

    
 
 Задача 4.5. Частица 1 столкнулась с частицей 2, в результате чего 
возникла составная частица. Найти ее скорость, если масса частицы 2 в η = 2,0 
раза больше массы частицы 1, а их скорости перед столкновением равны 
1 22 3   и  4 5 .v i j v i j      
 
 Решение. По закону сохранения импульса  1 1 2 2 1 2 ,mv m v m m v    и 
поэтому 
1 1 2 2 1 2
1 2
η 10 7
.
1 η 3
m v m v v v i j
v
m m
  
  
 
 
Модуль скорости найдем по формуле 100 49 / 3 4  м/с.v      
 
 Задача 4.6. Летевшая горизонтально 
пуля массы  m  попала, застряв, в тело 
массы М, которое подвешено на двух 
нитях одинаковой длины l (рис. 4.9). В 
результате нити отклонились на угол  θ. 
Найти: 
а) скорость пули перед попаданием в тело; 
б) относительную долю первоначальной 
кинетической энергии пули, которая перешла во внутреннюю энергию. 
 
M m 
l 
θ 
Рис. 4.9 
h v  
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 Решение. Будем считать, что скорость v пули нам известна. Тогда, 
используя закон сохранения импульса, мы можем найти скорость u тела после 
попадания в него пули: 
  ,mv m M u   
.
mv
u
m M


                                                     (1) 
После попадания пули тело движется в поле тяжести, и мы можем использовать 
закон сохранения механической энергии, согласно которому кинетическая 
энергия в нижней точке равна потенциальной энергии в верхней точке, которой 
соответствует угол отклонения  θ: 
 
 
2
.
2
m M u
m M gh

                                               (2) 
Учтем, что 2cosθ 2 sin θ / 2,h l l l    подставим в уравнение (2) формулу (1) и 
найдем скорость пули: 
 2 θ
sin .
2
m M
v gl
m

  
 Прежде, чем мы будем искать относительную долю первоначальной 
кинетической энергии пули, которая перешла во внутреннюю энергию, надо 
сообразить, что же это такое. Если бы вопрос стоял так: на сколько изменилась 
кинетическая энергия системы пуля-тело, мы бы искали величину 
0 .k k kW W W    Относительная доля первоначальной кинетической энергии 
представляет собой отношение 
0
0 0 0
1 .k k k k
k k k
W W W W
W W W
 
    
Кинетическая энергия пули равна 20 / 2.kW mv   
Кинетическая энергия тела после попадания пули 
 
 
2 2 2
.
2 2
k
m M u m v
W
m M

 

 
105 
 
 
Поэтому ответ на второй вопрос задачи будет выглядеть так: 
1 .k
ko
W m M
W m M m M

  
 
 
Любопытное замечание: почему в этой задаче в качестве тела выбрано такое 
«бревно», подвешенное на двух нитях? Причина в следующем. Если бы мы 
взяли такое тело, висящее на одной нити, то его движение было бы 
вращательным, а не поступательным, как в нашем случае. А у вращательного 
движения твердого тела свои законы. 
 
 Задача 4.7. На гладкой горизонтальной плоскости находятся небольшая 
шайба массы  m  и гладкая горка массы М и высоты  h (рис. 4.10). Какую 
минимальную скорость необходимо сообщить шайбе, чтобы она смогла 
преодолеть эту горку? 
 
 Решение. При решении этой 
задачи часто делают одну ошибку – 
считают, что горка неподвижная. Но 
это не так. Плоскость – гладкая, и при попадании шайбы на горку она тоже 
начинает двигаться. Ясно, что скорость шайбы должна быть по крайней мере 
такой, чтобы она смогла подняться на вершину горки и далее двигаться вместе 
с горкой как единое целое. При этом часть кинетической энергии системы 
пойдет на приращение потенциальной энергии шайбы .pW mgh   Этот 
процесс следует считать эндоэнергетическим (мы обсуждали его в § 4.4), и 
применить формулу (4.17), в которой :pQ W    
2
пор
 ,
2
mv m M
mgh
M

  
пор 2 1 .
m
v gh
M
 
  
 
 
Рис. 4.10 
M h m 
v  
106 
 
 
 Задача 4.8. Атом массы m1 испытал неупругое столкновение с 
покоившейся молекулой  массы  m2. После соударения частицы разлетелись под 
углом θ друг к другу (рис. 4.11) с кинетическими энергиями 1kW   и 2kW   
соответственно, причем молекула оказалась в возбужденном состоянии – ее 
внутренняя энергия увеличилась на некоторую величину Q. Найти Q, а также 
пороговую кинетическую энергию атома, при которой возможен переход 
молекулы в это возбужденное состояние. 
 
 Решение. Из закона сохранения 
энергии в этом процессе следует 
1 1 2 .k k kW W W Q                      (1) 
 Закон сохранения импульса в этом 
процессе также выполняется и может быть записан в виде 
01 1 2.p p p                                                         (2) 
Применяя теорему косинусов, это равенство можно записать в виде 
2 2 2
01 1 2 1 22 cosθ.p p p p p                                          (3) 
Используем связь между импульсом и кинетической энергией 2 2 kp mW  и 
перепишем уравнение (3) в виде 
1 1 1 1 2 2 1 2 1 22 2 2 2 cosθ.k k k k kmW mW mW mmW W                           (4) 
Разделим обе части этого уравнения на 12m  и решим его совместно с 
уравнением (1): 
2 2
2 1 2
1 1
1 cosθ.k k k
m m
Q W W W
m m
 
     
 
 
 Найти пороговую кинетическую энергию атома, при которой возможен 
переход молекулы в это возбужденное состояние несложно – надо просто 
воспользоваться формулой (4.17): 
Рис.  4.11 
1p  
2p  
01p  θ 
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1
1 пор
2
1 .k
m
W Q
m
 
  
 
 
 
 Задача 4.9. Шарик с кинетической энергией kW  испытал лобовое 
столкновение с покоившейся упругой гантелью (рис. 4.12) и отлетел в 
противоположном направлении с кинетической энергией kW  . Массы всех трех 
шариков одинаковы. Найти энергию колебаний гантели после удара. 
 
 Решение. Пусть  р0  и  р – импульсы 
налетающего шарика до и после удара,  рС  и  
kCW   – импульс и кинетическая энергия гантели 
как целого после удара, колW – энергия колебаний. Согласно законам 
сохранения импульса и энергии 
0 ,Cp p p                                                      (1) 
кол.k k kCW W W W                                               (2) 
Таким образом 
кол .k k kCW W W W                                                    (3) 
В этом выражении мы не знаем kCW  . Найдем кинетическую энергию гантели 
как целого после удара, воспользовавшись известным соотношением 
 
   
22 2 2
0 0 01 12 2 .
2 2 4 2 2 2 2 2
C
kC k k k k
p pp p p p p
W W W W W
m m m m m
 
          
 
 
Подставив это выражение в формулу (3), мы получим ответ: 
 кол
1
3 2 .
2
k k k kW W W WW     
  
 Задача 4.10. Частица массы  m1  с импульсом  р01 испытала упругое 
столкновение с покоившейся частицей массы  m2. Найти импульс  р1 первой 
Рис. 4.12 
m m m 
v  x 
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частицы после столкновения, в результате которого она рассеялась под углом  β 
к первоначальному направлению движения (рис. 4.13). 
 
Решение. Исходя из закона сохранения импульса построим треугольник 
импульсов так, как это мы сделали в параграфе 4.3 (см. рис. 4.1), и запишем 
равенство 
   2 2 22 01 1 01 12 cosβ,p p p p p                                          (1) 
где  2p   – импульс второй частицы после столкновения. 
 С другой стороны – удар упругий, и 
поэтому по закону сохранения энергии 
1 1 2,k k kW W W    
где 1kW   и 2kW   – кинетическая энергия первой и 
второй частиц после стоскновения. 
 Воспользуемся соотношением 2 / 2kW p m  
и преобразуем это равенство к виду 
 2 2 222 01 1
1
,
m
p p p
m
   
а затем подставим его в уравнение (1) 
 2 2 2 22 01 1 01 1 01 1
1
2 cosβ,
m
p p p p p p
m
     
2 22 2
1 01 1 01
1 1
1 2 cosβ 1 0.
m m
p p p p
m m
   
       
   
 
Это квадратное уравнение имеет решение 
2
2 2
2
1
1 01
2
1
cosβ cos β 1
.
1
m
m
p p
m
m
 
   
 


                                    (1) 
Рис.  4.13 
01p  
1р  
2р  
β 
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Если 1 2m m , то физический смысл имеет только корень со знаком плюс, 
так как в противном случае числитель становится отрицательным и 1 0p  , что 
не имеет физического смысла, поскольку 1p  – это модуль вектора.  
 Если же 1 2m m , то физический смысл имеют оба корня, и ответ в этом 
случае получается неоднозначным – импульс частицы, рассеянной под углом  
β, может иметь одно из двух значений (это зависит от относительного  
положения частиц в момент соударения). Эта ситуация проиллюстрирована на 
рис. 4.14. Метод построения этой векторной диаграммы описан в § 4.3. Из 
приведенного рисунка видно, что данному углу  β можно сопоставить два 
варианта векторного равенства 01 1 2p p p  . В первом случае 1 ,p AC 2p OA
, во втором 1 2,  p BC p OB  . И в том, и в другом случае 01p OC . Из этого 
рисунка также следует важный вывод – угол рассеяния налетающей частицы не 
может быть больше предельного угла предβ , который возникает в том случае, 
когда 1 2,  p DC p OD  . В этом случае неоднозначность решения исчезает. 
В § 4.3 показано, что величина этого угла определяется равенством 
пред 2 1sinβ /m m . 
Рис.  4.14 
βпред 
β О 
А 
В 
С 
D 
F 
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 Задача 4.11. Частица массы 1m  испытала упругое столкновение с 
покоившейся частицей 2.m  Какую часть кинетической энергии потеряла 
налетающая частица, если: 
 а) она отскочила под прямым углом к своему первоначальному 
направлению движения; 
 б) столкновение лобовое? 
 
 Решение. Прежде всего выясним, что требуется найти в этой задаче. 
Пусть первоначальная кинетическая энергия налетающей частицы 1kW , а после 
столкновения она оказалась равной 1kW  . Тогда часть потерянной ею 
кинетической энергии определится выражением 
2
1 1 1 1 1
1 1 1 01
.1 1k k k k
k k k
W W W W p
W W W p
   
      
 
                              (1)  
При проведении этих преобразований мы учли, что 2 / 2 .kW p m  
Воспользуемся формулой (1) , полученной в предыдущей задаче, и применим 
ее в наших условиях. В первом случае θ 90  , мы имеем 
2
2 2
2 2
1 2 11 1
2
201 2 1
2
1
1
1 1
1
1
m m
p m mm m
mp m mm
m
m
 
  
   
   
 
 
 
и получаем ответ 
2
1 1 1
1 01 2 1
2
1 .k
k
W p m
W p m m
 
   
 
                                     (2) 
Обратим внимание на важное обстоятельство. Как следует из анализа 
векторной диаграммы импульсов, проделанного в §4.3, отскочить под прямым 
углом к своему первоначальному направлению движения может только 
частица, масса которой меньше массы покоившейся частицы. То есть из 
111 
 
 
условия задачи следует, что 1 2m m . В противном случае, кстати, часть 
кинетической энергии, которую потеряла бы налетающая частица, была больше 
единицы, то есть 1 1k kW W  . 
При лобовом столкновении возможны две ситуации: θ 0 или θ 180 . 
Поскольку мы выяснили, что налетающая частица более легкая, то в результате 
столкновения она отскочит назад, и, следовательно, формула (1), полученная в 
задаче 4.10, примет вид 
2
1
1 01
2
1
1
.
1
m
m
p p
m
m
 


 
Знак «–» у второго члена в числителе этого выражения нам не подходит, так 
как слева стоит модуль импульса, а с учетом знака «+» мы получаем 
 
2
1 2 1 1 2
2
1 1 2 1 2
4
1 .k
k
W m m mm
W m m m m
  
   
  
 
Любопытно, что и при θ 0   получается такой же ответ. Это говорит о 
том, что при лобовом столкновении часть кинетической энергии, потерянная 
налетающей частицей,  не зависит от того, какая из частиц тяжелее.  
 
 Задача 4.12. Какую часть  η  своей кинетической энергии теряет частица 
массы 1m  при упругом рассеянии под предельным углом на покоящейся 
частице массы 2m , если 1 2m m . 
 
Решение. Воспользуемся обозначениями, введенными в предыдущей 
задаче, и запишем 
2
1
01
η 1 1 .k k k
k k
W W W p
W W p
  
      
 
                               (1)  
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Таким образом, задача свелась к нахождению отношения 1 01/p p . 
 Обратимся к векторной диаграмме импульсов, соответствующей 
предельному углу предβ  (рис. 4.14). Из прямоугольного треугольника FDC 
следует, что 2 2 2DC FC DF  . Учтем, что 1DC p , DF  – это радиус 
окружности и, как показано в параграфе 4.3, он равен 
01 2
1 2
ρ .
p m
m m


 
01 ρ.FC OC OF p     
Таким образом,  
22 2 2
1 01 01 01ρ ρ 2 ρ.p p p p      
Разделим обе части на 201p  
2
1 2
01 01 1 2
ρ
1 2 1 2
p m
p p m m
 
    
 
 
и подставим в формулу (1): 
2
1 2
η 2 .
m
m m


 
 
 Задача 4.13. Частица массы m испытала столкновение с покоившейся 
частицей массы  М, в результате которого частица  m  отклонилась на угол 
π / 2,  а частица М отскочила под углом θ 30   к первоначальному 
направлению движения частицы  m. На сколько процентов и как изменилась 
кинетическая энергия этой системы после столкновения, если / 5,0?M m   
 
 Решение. Из условия следует, что столкновение не является упругим, 
следовательно, часть механической (а, точнее, кинетической) энергии перейдет 
во внутреннюю энергию сталкивающихся 
частиц. Естественно, кинетическая энергия 
этой системы уменьшится. Для того, чтобы 
Рис. 4.15 
01p  
1p  
2p  
θ 
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ответить на сколько процентов изменилась кинетическая энергия, необходимо 
вычислить величину   
1
1 1
η 1,k k k
k k
W W W
W W
                                                (1) 
где 21 01 / 2kW p m  – кинетическая энергия первой частицы до столкновения, 
2 2
1 2 1 2/ 2 / 2k k kW W W p m p M        – кинетическая энергия этой системы после 
столкновения. Обозначения, которыми мы воспользовались, аналогичны 
использованным в предыдущих задачах. 
 Закон сохранения импульса выполняется, и мы можем нарисовать 
треугольник импульсов (рис. 4.15). Из этого рисунка видно, что 
1 01 2 01tgθ,     / cosθp p p p  . Поэтому 
2 2 2
01 01
2
tg θ
.
2 2 cos θ
k
p p
W
m M
    
Подставим это выражение в формулу (1) и получим ответ: 
2
2
η tg θ 1 40%.
cos θ
m
M
      
 
 Задача 4.14. На гладкой горизонтальной поверхности лежат три 
одинаковые шайбы 1, 2 и 3 (рис. 4.16). Шайбе 1 сообщили скорость v, после 
чего она испытала упругое соударение одновременно с шайбами 2 и 3. 
Расстояние между центрами последних до соударения было в η раз больше 
диаметра каждой шайбы. Найти скорость шайбы 1 после соударения. При 
каком значении η шайба 1 после соударения отскочит назад; остановится; будет 
двигаться вперед? 
 
 Решение. Применим к этому соударению закон сохранения импульса 
01 1 2 3p p p p    
и спроецируем эти вектора на ось  х: 
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01 1 22 cosα.p p p   
В этих уравнениях  р01 – импульс первой частицы до столкновения, равный mv , 
р1 – импульс этой частицы после столкновения, р2 и р3 – импульсы второй и 
третьей частиц после столкновения. По модулю они равны.  
Перепишем последнее уравнение в виде 
01 1 22 cosα.p p p                                              (1) 
 
 Поскольку соударение упругое, воспользуемся законом сохранения 
механической энергии 
1 22k k kW W W    
и перепишем его в виде 
2 2 2
01 1 22 ,
2 2 2
p p p
m m m
   
   201 1 01 1 2 .2p p p p p                                            (2) 
Разделим уравнение (2) на уравнение (1): 
. . 
. 
. 
Рис. 4.16 
η / 2d  
 
d 
1 
3 
α 0v  
Bv  
Cv  
х 
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2
01 1 .
cosα
p
p p   
Выразим отсюда  2 01 1 cosαp p p    и подставим в уравнение (1) 
  201 1 01 12 cos α.p p p p    
После несложных преобразований мы приходим к выражению 
2
1 01 2
1 2cos α
.
1 2cos α
p p



                                               (3) 
Нам осталось сделать совсем немного. Во-первых, найти 2cos α . Сделаем это, 
посмотрев на рис. 4.16:  
2
2η ηsinα  ,  cos α 1  .
2 4
    
Во-вторых, 1p mv , где  v – скорость первой шайбы после столкновения. 
Тогда  
2
2
2 η
.
6 η
v v

  

                                                         (4) 
И, наконец, ответим на последний вопрос задачи. Если η 2 , то шайба 
отскочит, если η 2 , то она остановится, и если 2 η 2  , то шайба будет 
продолжать двигаться вперед. Появление дополнительного неравенства η 2  в 
последнем случае совершенно понятно – если η 2 , то расстояние между 
второй и третьей шайбой будет таким, что первая шайба просто пролетит 
между ними, не изменив своей скорости. 
     Глава 5. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ МОМЕНТА ИМПУЛЬСА 
§5.1. Момент импульса частицы 
Наряду с импульсом и энергией существует еще одна важная физическая 
величина, позволяющая описать поведение физической системы. Она 
называется моментом импульса и обозначается L . 
116 
 
 
Рассмотрим частицу массы m, имеющую скорость v , положение которой 
относительно данной системы отсчета определяется радиус-вектором r . Ее 
момент импульса определяется векторным произведением 
   , , .L r p m r v                                                (5.1) 
В скалярной форме это выражение принимает вид 
sinα, L mrv                                                      (5.2) 
где  α – угол между векторами  r  и  v . 
 Отметим два важных обстоятельства. 
1. Вектор момента импульса  L   перпендикулярен векторам  r   и  v . 
2. Момент импульса зависит от выбора системы отсчета, поэтому его обычно 
изображают выходящим их начала координат выбранной системы отсчета. 
  
 Рассмотрим простой и часто встречающийся случай, когда частица 
движется по окружности в плоскости  xOy (рис. 5.1). Вектор  L  направлен 
вдоль оси  z, а его модуль не меняется и равен   L mrv . Отметим, что 
размерность момента импульса в системе СИ  
2кг м
 = Дж с,
с
L

   что, кстати, 
Рис. 5.1 
x 
y 
z 
m 
r  v  
L  
O 
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совпадает с размерностью фундаментальной физической постоянной – 
постоянной Планка h. 
 Продифференцируем уравнение (5.1) по времени: 
 , , , .
dL d dr dp
r p p r
dt dt dt dt
   
     
   
 
Первое векторное произведение равно нулю: /dr dt v , а вектора v  и p
сонаправлены. Во втором произведении /dp dt F (по второму закону 
Ньютона), поэтому 
, .
dL
r F
dt
                                                       (5.3) 
Векторное произведение в правой части называют моментом силы М
относительно начала координат, и окончательно уравнение (5.3) мы запишем в 
виде 
.
dL
M
dt
                                                     (5.4) 
Это уравнение называется уравнением движения для момента импульса, 
которое можно сформулировать так: 
скорость изменения момента импульса 
частицы равна моменту силы, действующей 
на эту частицу. Эта формулировка 
полностью совпадает с соответствующей 
формулировкой второго закона Ньютона, 
если в ней убрать слово «момент». То же 
можно сказать и о формуле (5.4), которая 
переходит в формулу (2.2) при замене 
момента импульса и момента силы на 
импульс и силу.  
Рис. 5.2 
x 
y 
h 
r  
α 
F  
O 
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  Рассмотрим частицу, движущуюся в плоскости xOy, на которую 
действует сила F , также лежащая в этой плоскости (рис. 5.2). Этот случай 
соответствует, в частности, вращению вокруг закрепленной оси, направленной 
вдоль оси  z.  
 Вектор момента силы будет направлен вдоль оси  z, а его модуль будет 
равен  
sinα ,M rF Fh   
где sinαh r  – кратчайшее расстояние от линии действия силы до начала 
координат, которое называется плечом силы. 
 Перепишем уравнение (5.4) в виде 
dL Mdt  
и проинтегрируем его 
2 1
0
.
t
L L Mdt                                                   (5.5) 
Величину, стоящую в правой части этого уравнения называют импульсом 
момента силы. Таким образом, приращение момента импульса частицы равно 
импульсу момента силы, действующей на нее. 
 
 §5.2. Закон  сохранения момента импульса 
Пусть момент сил, действующий на частицу, равен нулю. В этом случае 
уравнение (5.4) принимает вид 
0,
dL
dt
  
и, следовательно, const.L   
 В каких случаях момент сил равен нулю? Как следует из формулы (5.3), 
, ,M r F                                                       (5.6) 
sinα.M rF                                                   (5.7) 
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Анализ этих выражений показывает, момент сил обращается в нуль в 
следующих случаях: 
1. Частица находится в начале координат. Этот случай носит частный характер 
и нам не интересен. 
2. Частица свободна – на нее не действуют силы. 
3. Вектора  r   и  F   сонаправлены – частица находится в центральном поле. 
 Теперь мы можем сформулировать закон сохранения момента импульса 
для частицы: момент импульса частицы есть величина постоянная, если 
частица свободна или находится в поле центральных сил. 
 Простой вопрос – планета движется в поле в поле тяготения Солнца. 
Относительно какой точки гелиоцентрической системы отсчета момент 
импульса этой планеты будет неизменным? Для ответа на него надо выяснить, 
какие силы действуют на эту планету. Понятно, что это сила притяжения со 
стороны Солнца. Так как при движении планеты эта сила всегда направлена к 
центру Солнца, то оно и является той точкой, относительно которой момент 
силы равен нулю и момент импульса будет оставаться постоянным. 
 Обобщим сказанное на систему взаимодействующих частиц. Момент 
импульса такой системы будет равен векторной сумме моментов импульсов ее 
отдельных частиц: 
,iL L                                                        (5.8) 
где все векторы определены относительно одной и той же точки О данной 
системы отсчета. 
 Продифференцируем это уравнение по времени 
.i
dLdL
dt dt
                                                    (5.9) 
Согласно уравнению (5.4), /idL dt определяется результирующим моментом 
всех сил, действующих на  i-частицу. Но если раньше это были чисто внешние 
силы, то теперь мы должны разделить их на силы внешние и силы внутренние, 
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которые описывают взаимодействие частиц системы друг с другом. 
Представим этот результирующий  момент сил в виде суммы двух слагаемых: 
момента iM   внутренних сил и момента iM  внешних сил. Тогда 
,i i i
dL
M M
dt
   
и уравнение (5.9) принимает вид 
.i i
dL
M M
dt
                                                (5.10) 
Здесь первая сумма – результирующий момент всех внутренних сил 
относительно точки  О, а вторая – результирующий момент всех внешних сил 
относительно той же точки. Внутренние силы – это силы взаимодействия 
между частицами системы. По третьему закону Ньютона они попарно равны по 
величине, противоположно направлены, и, что сейчас важно, лежат на одной 
прямой, то есть имеют одинаковое плечо относительно любой точки, в том 
числе и относительно точки О. Это значит, что суммарный момент внутренних 
сил всегда равен нулю. 
 В результате уравнение (5.10) принимает вид 
,
dL
M
dt
                                                      (5.11) 
где iM M   – суммарный момент всех внешних сил. 
 Итак, скорость изменения момента импульса системы частиц равна 
суммарному моменту внешних сил, действующих на частицы этой системы.  
 Как и в случае одной частицы, из уравнения (5.11) следует, что 
приращение момента импульса системы за конечный промежуток времени 
равно 
2 1
0
.
t
L L Mdt                                               (5.12) 
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 Суммарный момент внешних сил равен нулю, если система частиц 
является замкнутой или находится в поле центральных сил, и это позволяет 
сформулировать закон сохранения момента импульса системы частиц: момент 
импульса системы частиц есть величина постоянная, если эта система 
замкнутая или находится в поле центральных сил.   
 Рассмотрим частицу, которая 
вращается по окружности радиуса 
0r  на гладкой горизонтальной 
поверхности со скоростью 0v  
(рис. 5.3). Частица соединена с 
нитью, проходящей через трубку. К 
нити приложена сила ,F  при 
помощи которой частицу притягивают к центру вращения – точке О. Сила, 
действующая на частицу со стороны нити, является центральной, поэтому 
момент импульса частицы остается неизменным: 
0 0 ,mv r mvr  
0 0 .
v v
v
r
                                                     (5.13) 
Таким образом, скорость частицы возрастает, и, следовательно, увеличивается 
ее кинетическая энергия. Если первоначальная энергия равна 20 / 2mv , то при 
уменьшении расстояния она возрастет до величины 
222
0 0
2 2
.k
mv rmv
W
r
 
   
 
                                       (5.14) 
Понятно, что увеличение кинетической энергии обусловлено работой силы F  
22
0 0 1 .
2
mv r
A
r
  
      
                                           (5.15) 
Рис. 5.3 
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Интересно, что этот простой пример 
пригодится нам для объяснения формы 
Галактики в параграфе 5.4. 
 А что, если мы слегка изменим условие? 
Пусть нить АВ не продернута в трубку, а 
прикреплена к цилиндру радиуса R (рис. 5.4, вид сверху) в точке В, и частице, 
находящейся на горизонтальной поверхности, сообщили скорость 0v . Есть ли 
здесь точка, относительно которой момент импульса шайбы будет оставаться 
неизменным? В данном случае единственная некомпенсированная сила, 
действующая на шайбу – это сила натяжения F . Нетрудно видеть, что точки, 
относительно которой момент силы F  в процессе движения все время был бы 
равен нулю, здесь нет. А это значит, что нет и точки, относительно которой 
момент импульса шайбы оставался бы постоянным. В этом случае закон 
сохранения момента импульса не выполняется, а работает только закон 
сохранения механической энергии. 
Подведем итог. Закон сохранения момента импульса играет такую же 
важную роль, как и законы сохранения энергии и импульса. Уже сам по себе он 
позволяет сделать во многих случаях ряд важных выводов о свойствах тех или 
иных процессов, совершенно не вникая в их детальное рассмотрение. 
 
 §5.3. Собственный момент импульса 
 Важным с практической точки зрения является случай, когда движение 
системы частиц рассматривается в системе отсчета, связанной с центром их 
масс (с С-системой). В этом случае момент импульса, взятый относительно 
точки С, называется собственным моментом импульса S данной системы 
частиц.  
Рис. 5.4 
F  
v  
A B 
· 
C 
123 
 
 
 Рассмотрим систему, состоящую из N частиц. Масса i-й частицы 𝑚𝑖 , ее 
положение в лабораторной системе отсчета (в К-системе) определим с 
помощью радиус-вектора ir , а скорость обозначим iv . 
 Положение центра масс этой системы частиц в лабораторной системе 
отсчета зададим радиус-вектором Cr  (см. формулу (4.1)) 
1
,C i ir m r
m
   
а его скорость CV  определим по формуле (4.2):  
1
.C i iV m v
m
   
Положение i-й частицы в С-системе задается радиус-вектором i i Cr r r   
(рис. 5.5), а ее скорость i i Cv v V   . Тогда 
     , ,i i i i i C i CL m r v m r r v V        
       , , , , .i i i i i C C i i i C Cm r v m r V r mv m r V                   
Первый член правой части – это собственный 
момент импульса S , последний равен ,Сr P    и 
описывает момент импульса системы как целого  
( CP mV  суммарный импульс частиц системы). 
Рассмотрим выражение, стоящее в круглых скобках 
второго слагаемом. Умножим и разделим его на m: 
,i i C
m r
m r m
m
 
 
 

 
где Cr  – радиус-вектор центра масс в С-системе отчета, но этот центр масс 
находится как раз в начале координат этой системы, то есть этот член равен 
нулю. 
 Проделаем то же самое с выражением в круглых скобках третьего 
слагаемого: 
Рис. 5.5 
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,i i C
m v
m V
m
 
 
 

 
где CV  – скорость движения центра масс относительно С-системы отсчета, 
которая как раз и движется с этой скоростью. Так что и этот член обращается в 
нуль. Итак, момент импульса системы можно представить в виде суммы двух 
слагаемых, первое из которых представляет собой собственный момент 
импульса, к второй – это момент импульса этой системы, движущейся как 
целое: 
, .CL S r P                                                     (5.16) 
 Уравнение движения для собственного момента импульса имеет вид 
,C
dS
M
dt
                                                    (5.17) 
где CM  – суммарный момент внешних сил относительно центра масс. 
Отметим, что собственный момент импульса не связан с поступательным 
движением системы и обусловлен имеющимися в ней вращениями. Простой 
пример – вращающийся волчок. Он покоится как целое, и его импульс равен 
нулю, однако собственный момент волчка нулю не равен и определяется 
скоростью его вращения.  
 
 §5.4. Кое-что о планетах и галактиках 
 Рассмотрим движение планет Солнечной системы. Они находятся в поле 
тяготения Солнца, и если выбрать его в качестве центра нашей системы 
отсчета, то силы тяготения будут центральными. Это значит, что для планет 
выполняется закон сохранения момента импульса. Это приводит к ряду важных 
результатов. Во-первых, это объясняет известный научный факт – орбиты, по 
которым вращаются планеты, являются плоскими. Действительно, если, 
допустим, для  Земли момент импульса constL  , то он имеет вполне 
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определенную ориентацию в пространстве, которая не меняется со временем. 
Поэтому орбита Земли является плоской, и ее ориентация также остается 
неизменной в пространстве. То же можно сказать и об орбитах других планет. 
Планеты движутся по эллиптическим орбитам, в одном из фокусов которых 
находится Солнце, и эти орбиты имеют очень малый эксцентриситет, то есть 
являются практически круговыми. Интересно, что угол между плоскостями 
орбит планет Солнечной системы также очень небольшой и составляет всего 
несколько градусов – приближенно можно считать, что все они вращаются в 
одной плоскости. 
 Во-вторых, из закона сохранения момента импульса следует, что 
секториальная скорость планет сохраняется постоянной. (Под секториальной 
скоростью понимают площадь, которую покрывает радиус-вектор, 
характеризующий положение планеты, за единицу времени). Для того чтобы 
было понятно, о чем идет речь, рассмотрим движение планеты по своей орбите 
(рис. 5.6). 
 Пусть за время  dt  планета 
совершила перемещение  dr . Площадь, 
которую покрыл ее радиус-вектор, легко 
определить – это площадь треугольника 
1
.
2
dS rdr  
Это равенство можно записать в векторном виде 
 
1
, .
2
dS r dr  
Разделив обе части этого равенства на  dt, получим 
 
1 1 1
, , .
2 2 2
dS dr
r r v L
dt dt m
 
   
 
                             (5.18) 
Левая часть этого уравнения представляет собой секториальную скорость, а в 
правой стоит вектор момента импульса, который не меняется со временем (m – 
Рис. 5.6 
r dr  
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масса планеты). Это означает, что секториальная скорость остается 
постоянной для любой планеты. Это один из трех законов Кеплера. 
 Закон сохранения момента импульса позволяет объяснить форму 
Галактики. Рассмотрим очень большую массу М газа, обладающую 
первоначально некоторым моментом импульса. Газ сжимается в результате 
гравитационного взаимодействия. Так как объем, занимаемый газом, 
уменьшается, сохранение момента импульса требует увеличения угловой 
скорости вращения газа. Как мы видели в примере, рассмотренном в параграфе 
5.2, для этого необходимо совершить работу. Это работа сил гравитационного 
притяжения. Частица массы  m  из внешней области Галактики будет обладать 
потенциальной гравитационной энергией с Галактикой, порядок величины 
которой составляет 
,p
Mm
W G
r
                                                    (5.19) 
где  r – расстояние до центра Галактики; 
М – ее масса. 
 Сумма выражений (5.14) и (5.18) 
дает полную механическую энергию 
частицы W. Состоянию равновесия 
соответствует ее минимум (рис. 5.7). 
Определим его из условия 
22
0 0 0,
2
mv rdW d Mm
G
dr dr r r
  
       
 
2 2
0 0 .
v r
r
GM
                   (5.19) 
 Облако газа или звезд может 
сжиматься в направлении, совпадающем 
с вектором момента импульса без 
Рис. 5.7 
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изменения его величины. Это сжатие также  вызывается гравитационным 
притяжением, причем энергия, приобретаемая при этом должна каким-то 
образом рассеиваться, допустим, в результате излучения. Такая модель 
эволюции Галактики была предложена Хабблом, однако, согласно 
современным представлениям, эта модель является весьма упрощенной. 
  Расчеты, выполненные на основе приведенных соотношений, приводят к 
следующим оценочным значениям: диаметр нашей Галактики имеет порядок 
10
21
 м, ее толщина примерно 1019 м, то есть Галактика имеет форму достаточно 
тонкого диска. Масса нашей Галактики оценивается величиной 4·1041 кг. 
 Задачи к главе 5 
 Задача 5.1. Момент импульса частицы относительно некоторой точки О 
меняется со временем по закону 2L a bt  , где a  и b  постоянные векторы, 
причем a  перпендикулярно b . Найти относительно точки О момент М силы, 
действующей на частицу, когда угол между векторами ,М L   будет равным 45°. 
 
 Решение. Воспользуемся уравнением (5.4) и найдем момент силы, 
действующей на частицу 
2 .M bt                                (1) 
Для того, чтобы найти нужный момент времени, 
рассмотрим рис. 5.8. Пусть вектор a  будет 
направлен вдоль оси Оx, а вектор b – вдоль оси 
Oy. Как следует из выражения (1), вектор М  
направлен вдоль оси Oy, а это значит, что 
вектор L  должен составлять угол 45° с этой 
осью. Но в этом случае должно выполняться 
равенство Lx = Ly. Поскольку из условия следует, что Lx = a, Ly = bt
2, то 
Рис. 5.8 
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,  2 .
a a
t M b
b b
   
Модуль момента силы будет равен 2M ab . 
 
Задача 5.2. Небольшой шарик массы m, привязанный на нити длиной l к 
потолку в точке О, движется по горизонтальной окружности так, что нить 
вращается вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью ω 
(рис. 5.9). Относительно каких точек момент импульса L  шарика остается 
постоянным? Найти модуль приращения момента импульса шарика 
относительно точки О за половину оборота.  
 
Решение.   Примем за начало системы координат точку О. В момент 
времени, соответствующий изображенному на рис. 5.9, вектор скорости v
шарика направлен от нас, поэтому вектор его  момента импульса L  лежит в 
плоскости рисунка и перпендикулярен радиус-вектору шарика r  (модуль r  – 
это длина нити l). При вращении шарика 
вектор L  будет поворачиваться вокруг 
вертикальной оси, образуя боковую 
поверхность конуса (это называется 
прецессией вектора L ), и через половину 
оборота картина, изображенная на рис. 5.9 
совершит поворот на 180°. Таким образом, 
приращение момента импульса шарика 
будет определяться вектором L . Как 
видно из рисунка, модуль этого вектора 
равен 
2 sinαL L  . 
Воспользуемся формулой (5.2): 
Рис. 5.9 
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0 2sin90 ω ω sinαL mvr mvr mvl m Rl m l      
и получим 
2ω sin2α.L m l                                                     (1) 
Это выражение позволяет ответить на первый вопрос задачи: относительно 
каких точек момент импульса L  шарика остается постоянным? Если L  = const, 
то L = 0, а это возможно, если α = 0. Таким образом момент импульса шарика 
не меняется относительно единственной точки – точки О´. 
Нам осталось ответить на второй вопрос. Для этого прежде всего учтем, 
что шарик движется по окружности – то есть движется с центростремительным 
ускорением, которое сообщают ему реально действующие на него физические 
силы. Таких сил две – сила тяжести mg  и сила натяжения нити T . Их 
равнодействующая направлена к центру окружности, по которой движется 
шарик – к точке О´ (см. рис. 5.9), а по величине она равна ctgαmg .  
Тогда по второму закону Ньютона 
2ω ctgαm R mg , 
2ω cosα ctgαl g , 
2
sinα
ω
g
l
 ,     
2
2cosα 1 ω
g
l
  , 
 
и мы получаем ответ 
                        
2
2
2
2
2 ω sinαcosα 1 .
ωω
mgl g
L m l
l
                          (2) 
 
 Задача 5.3. На гладкой горизонтальной поверхности движется небольшое 
тело массы m, привязанное к нерастяжимой нити, другой конец которой 
втягивают в отверстие О (рис. 5.3) с постоянной скоростью. Найти силу 
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натяжения нити в зависимости от расстояния r тела до отверстия, если при 
r = r0 угловая скорость нити была равна ω0. 
 
Решение. Сила F , действующая на тело, является центральной, поэтому 
при решении этой задачи мы используем закон сохранения момента импульса, 
который запишем в виде 
                                                            0L L ,                                                           (1) 
где L – момент импульса тела в на расстоянии  r от точки О, 
      L0 – момент импульса тела в на расстоянии r0 от точки О. 
С учетом формулы (5.2) 
2sin90 ωL mvr m r   ,   20 0 0ωL m r . 
После подстановки этих выражений в формулу (1) получим 
                                                      
2
0
0ω ω
r
r
 
  
 
.             
Сила натяжения нити играет роль центростремительной силы, поэтому  
                       
4
2 2 0
0 3
ω ω
r
F m r m
r
  .                                              (2) 
 
Задача 5.4. Частица движется по замкнутой траектории в центральном 
силовом поле, где ее потенциальная энергия 2pW kr , где k – положительная 
константа; r – расстояние от частицы до центра поля. Найти массу частицы, 
если наименьшее расстояние ее до центра равно r1, а скорость на наибольшем 
расстоянии v2. 
 
 Решение. Центральное поле – поле потенциальное, поэтому наряду с 
законом сохранения момента импульса выполняется и закон сохранения 
механической энергии: 
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                                                  1 1 2 2mv r mv r ,                                                      (1) 
       
2 2
2 21 2
1 2
2 2
mv mv
kr kr   .                                          (2) 
Из уравнения (1) выразим v1 и подставим в (2): 
2
2 2 2 22
2 1 2 22
1
2 2
r
mv kr mv kr
r
   , 
 
2
2 2 22
2 2 12
1
1 2
r
mv k r r
r
 
   
 
, 
                                                          
2
1
2
2
2kr
m
v
 .                                                     (3) 
 Задача 5.5. Найти наибольшее и наименьшее расстояние планеты А от 
Солнца С, если в некоторый момент времени она находилась на расстоянии r0 и 
имела скорость v0, причем угол между радиусом-вектором 0r  и вектором 0v   
равен φ (рис. 5.10). 
 
 Решение. Воспользуемся законами сохранения момента импульса и 
механической энергии. Точка, относительно которой сохраняется момент 
импульса, – это центр Солнца. Поэтому 
0 0 sinφ sin90 ,mr mv r mv   
где m – масса планеты; rm – наибольшее 
(или наименьшее) расстояние до Солнца, 
когда mr v . 
 Из закона сохранения энергии 
следует 
2 2
0
0
,
2 2 m
mv mM mv mM
G G
r r
    
где М – масса Солнца; G – гравитационная постоянная.   
Выразим v из первого уравнения, подставим во второе и преобразуем его к виду 
Рис. 5.10 
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0
2
2 sin φ 0.m m
GM
v r GMr r v
r
 
    
 
 
Введем параметр 20 0α /r v GM : 
  2 2 20 02 α 2 α sin φ 0.m mr r r r     
Решение этого квадратного уравнения имеет вид 
  20 1 1 α 2 α sin φ .
2 α
m
r
r    

 
Знак «+» соответствует наибольшему, а «–» – наименьшему расстоянию от 
планеты от Солнца. 
 В заключение обратим внимание на то, что выбор параметра α имеет 
вполне определенный физический смысл. Движение планеты носит финитный 
характер (см., например, §3.7), а это значит, что ее кинетическая энергия не 
может превышать модуль ее потенциальной энергии – в противном случае 
планета покинула бы пределы солнечной системы. А это означает, что 
2 2
,   2,   α 2.
2
mv mM rv
G
r GM
    
 
 Задача 5.6. Вертикальный цилиндр укреплен на гладкой горизонтальной 
поверхности. На цилиндр плотно намотана нить, свободный конец которой 
соединен с небольшой шайбой А массы m = 50 г (рис. 5.11). шайбе сообщили 
горизонтальную скорость v0 = 5,0 м/с, как показано на рисунке. Имея в виду, 
что сила натяжения, при которой наступает разрыв нити, 26 Н,mF  найти 
момент импульса шайбы относительно 
вертикальной оси С после разрыва нити. 
 
 Решение. В параграфе 5.2 мы уже 
рассмотрели эту ситуацию и выяснили, что 
в данном случае выполняется закон 
Рис. 5.11 
F  
v  
A 
· 
C 
α 
β 
l 
r  
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сохранения механической энергии, то есть 
скорость шайбы остается постоянной. Сила натяжения нити в каждый момент 
времени играет роль центростремительной силы 
2ω ω ,F m l m v   
где l – это мгновенный радиус окружности, по которой движется шайба. Таким 
образом, угловая скорость шайбы в момент разрыва нити равна 
ω .m
F
mv
  
Найдем момент импульса шайбы относительно вертикальной оси С после 
разрыва нити: 
2 2 3
2 2sinα cosβ 1,2 10 кг м /с.
ω m
mv m v
L mvr mvr mvl
F
         
 
 Задача 5.7. Шайба массы m, скользя по гладкой горизонтальной 
плоскости со скоростью v, испытала в точке О (рис. 5.12) упругое столкновение 
с гладкой неподвижной стенкой. Угол между направлением движения шайбы и 
нормалью к стенке равен α. Найти: 
а) точки, относительно которых момент 
импульса L  шайбы остается неизменным в 
этом процессе; 
б) модуль приращения момента импульса 
шайбы относительно точки О’, которая 
находится в плоскости движения шайбы на 
расстоянии l от точки О. 
 
 Решение. В процессе движения на 
шайбу действуют сила тяжести и сила 
реакции плоскости, которые 
· 
· 
Рис. 5.12 
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уравновешивают друг друга. Лишь в момент удара о стенку на нее действует 
сила реакции стенки N . Ее момент равен нулю относительно любой точки, 
лежащей на линии действия вектора N , поэтому относительно любой из этих 
точек момент импульса остается неизменным. Это ответ на первый вопрос. Для 
ответа на второй вопрос задачи введем ряд обозначений. Положение шайбы 
относительно точки О в некоторый момент времени до столкновения со 
стенкой мы определим радиус-вектором 1R , а после столкновения – 2R . Эти же 
положения относительно точки О’ будут заданы радиус-векторами 1r  и 2r  
соответственно. Импульс шайбы до столкновения мы зададим как 1p , а после – 
как 2p . Учтем также, что 1 1 2 2 ,  r l R r l R    . Тогда 
   2 1 1 1 2 2, , ,L L L r p r p l p         . 
При проведении вычислений мы учли, что 2 1p p p   , а 1 1 2 2, ,R p R p       , 
поскольку момент импульса шайбы относительно 
точки О остается неизменным. Обратим внимание, 
что по второму закону Ньютона направление 
вектора p определяется вектором N , который 
направлен по нормали к стенке. 
 Для того, чтобы найти модуль 
приращения импульса p  шайбы при 
ударе о стенку, воспользуемся рис. 
5.13, из которого видно, что 
12 sinα 2 sinα.p p mv    
Таким образом, модуль 
приращения момента импульса шайбы 
относительно точки О’ равен 
sin90 2 sinα.L l p lmv      
1p  2p  
p  
α 
Рис. 5.13 
Рис. 5.14 
θ l h 
O 
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 Задача 5.8. Небольшой шарик подвесили к точке О на легкой нити 
длиной l. Затем шарик отвели в сторону так, что нить отклонилась на угол θ от 
вертикали (рис. 5.14), и сообщили ему начальную скорость 0v  перпендикулярно 
вертикальной плоскости, в которой расположена нить. При каком значении 0v
максимальный угол отклонения нити от вертикали окажется равным π/2? 
 
 Решение. На шарик в процессе движения действуют две силы – тяжести и 
натяжения нити. Их равнодействующая лежит в вертикальной плоскости и 
направлена к вертикальной оси z, проходящей через точку О, поэтому проекция 
момента этих сил на ось z равна нулю. Это означает, что проекция момента 
импульса шарика на эту ось const,zL   или 
0sinθ ,l mv lmv  
где m – масса шарика; v – его скорость в положении, при котором нить 
составляет угол π/2 с вертикалью. 
 По закону сохранения энергии 
2 2
0 ,
2 2
mv mv
mgh   
где cosθ.h l  
Решая совместно эти уравнения, получим ответ 
0
2
.
cosθ
gl
v   
 
 Задача 5.9. Частица 1 массы m1 налетает на частицу 2 массы m2, имея 
вдали от частицы 2 кинетическую энергию 0kW  и прицельный параметр l – 
плечо вектора импульса относительно частицы 2 (рис. 5.15). заряд каждой 
частицы равен +q. Найти наименьшее расстояние, на которое сблизятся эти 
частицы. 
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 Решение. Проведем решение в системе центра масс этих частиц (С-
системе) (рис. 5.16). Система двух частиц предполагается замкнутой, поэтому 
ее собственный момент импульса сохраняется: 
10 min 1.lp r p   
В этом выражении мы учли, что в момент наибольшего сближения вектора r  и 
р  взаимно перпендикулярны. На основании закона сохранения энергии 
0 ,k k pW W W                                                           (1) 
где 0kW   и W   – суммарные кинетические энергии частиц в С-системе, когда 
частицы находятся вдали друг от друга, и в момент их наибольшего сближения; 
pW  – потенциальная энергия взаимодействия частиц в момент наибольшего 
сближения, равная (см. формулу (3.26)) 
2
min
.p
q
W k
r
  
 Учитывая, что  
2 22
10 01
2
1 1 min min
1
,
2 2
k
k
lp l Wp
W
m m r r
  
    
 
 
запишем уравнение (1) в виде 
Рис. 5.15 Рис. 5.16 
1 1 
2 2 
10р  
20р  
1р  
2р  
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р  
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2 2
0
0 2
minmin
k
k
l W q
W k
rr

    
и преобразуем  
2
2 2
min min
0
0.
k
kq
r r l
W
  

 
Положительное решение этого уравнения имеет вид 
22
0
min 2
0
2
1 1  .k
k
lWkq
r
W kq
 
          
 
 
Для того, чтобы получить окончательное выражение, необходимо найти 0kW  . 
Сделать это можно, воспользовавшись формулой (4.5): 
 
2 2
отн 1 2 0 2
0 0
1 2 1 2
μ
.
2 2
k k
v m m v m
W W
m m m m
  
 
 
 
Глава 6. ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА  
 §6.1.  Динамика твердого тела 
 Движение твердого тела в общем случае определяется двумя 
уравнениями. Первое из них – уравнение движения центра масс (4.3 а), а второе 
– уравнение моментов в системе отсчета, связанной с центром масс (в С-
системе) (5.17): 
,   .C C
dV dS
m F M
dt dt
                                           (6.1) 
Зная приложенные внешние силы и точки их приложения, а также начальные 
условия, можно решить задачу о движении этого тела. Однако, несмотря на 
кажущуюся простоту уравнений (6.1), решение их в общем случае представляет 
весьма трудную задачу. Мы не будем рассматривать ее в общем виде и 
ограничимся в дальнейшем отдельными частными случаями. 
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 §6.2. Вращение тела вокруг закрепленной оси 
 Рассмотрим тело, вращающееся вокруг закрепленной оси Oz (рис. 6.1) с 
угловой скоростью ω. Выделим малый объем этого тела массы dm, положение 
которого относительно начала координат зададим при помощи радиус-вектора 
r . Будем считать, что в момент, изображенный на рисунке, этот вектор лежит в 
плоскости чертежа, и, соответственно, вектор скорости v , с которым движется 
выделенный объем, направлен перпендикулярно этой плоскости. Тогда и 
вектор момента импульса dL  этого объема, определенный по формуле (5.1) 
относительно начала координат, будет лежать в плоскости чертежа, и его 
проекция на ось Oz будет равна 
2sinα sinα ω.zdL dL dmvr dmvR dmR     
В этих преобразованиях мы учли, что sinαR r  и ωv R . 
Проинтегрировав полученное выражение по всему объему тела, получим 
 
2ω .z
V
L dmR                         (6.2) 
Интеграл в правой части этого выражения 
зависит от формы и размеров тела, а также 
от того, как масса тела распределена по его 
объему. Кроме того он, конечно, зависит от 
расположения оси вращения и ее 
ориентации. Его называют моментом 
инерции тела относительно оси вращения 
и обозначают Iz: 
                   
2
( )
z
V
I dmR  .                                                (6.3) 
Момент инерции Iz характеризует инертность тела при его вращении.  
 С учетом формулы (6.3) выражение (6.2) принимает вид: 
                       ωz zL I .                                                   (6.4) 
ω 
Рис. 6.1 
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 Воспользуемся уравнением движения для момента импульса (5.4): 
z
z
dL
M
dt
 , 
и получим 
    
ω
z z
d
I M
dt
 .                                                  (6.5) 
Уравнение (6.5) называется основным уравнением динамики вращательного 
движения. Оно позволяет описывать вращательное 
движение твердого тела вокруг закрепленной оси. Его 
часто записывают, используя угловое ускорение 
ε ω /d dt : 
,εz zI M                                    (6.5 a) 
где Mz – суммарный момент всех внешних сил 
относительно оси вращения. Из этих уравнений следует, что при одном и том 
же значении момента силы Mz тело с большим моментом инерции приобретает 
меньшее угловое ускорение. 
 Напомним, что моменты сил относительно оси – величины 
алгебраические: их знаки зависят как от выбора положительного направления 
оси z, совпадающей с осью вращения, так и от направления «вращения» 
соответствующего момента силы. Например, выбрав положительное 
направление оси z, как показано на рис. 6.2, мы тем самым задаем и 
положительное направление отсчета угла φ (оба эти направления связаны 
правилом правого винта). Далее, если некоторый момент «вращает» в 
положительном направлении угла φ, он считается положительным, и наоборот. 
 Интегрирование уравнения (6.5) с учетом начальных условий – значений 
ω0 и φ0 в начальный момент времени – позволяет полностью решить задачу о 
вращении твердого тела вокруг закрепленной оси. 
 
φ 
z 
Рис. 6.2 
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 §6.3. Вычисление моментов инерции. Теорема Штейнера 
 Вычисление момента инерции Iz твердого тела произвольной формы 
относительно той или иной оси по формуле (6.3) представляет собой, вообще 
говоря, довольно кропотливую в математическом отношении задачу. Однако в 
некоторых случаях нахождение моментов инерции значительно упрощается. 
Прежде всего речь идет о телах, обладающих аксиальной (осевой) симметрией, 
когда ось вращения либо совпадает с осью симметрии, либо параллельна ей. 
 Рассмотрим несколько примеров. 
 1. Вычислим момент инерции полого цилиндра массы m и радиуса R 
относительно оси вращения, совпадающей с осью этого цилиндра (рис. 6.3). 
Так как цилиндр полый, то вся его масса сосредоточена в его тонких стенках, то 
есть находится на одном расстоянии от оси вращения. В этом случае интеграл 
(6.3) легко вычисляется, и мы получаем ответ 
0 2.zI mR                                                       (6.6) 
Назначение значка «0» мы обсудим чуть позже. 
 2. Вычислим момент инерции сплошного цилиндра массы m и радиуса 
R относительно оси вращения, совпадающей с осью этого цилиндра (рис. 6.4). 
 
Рис. 6.3 Рис. 6.4 
R 
R 
h 
r dr 
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 Разобьем этот цилиндр на тонкие цилиндрические слои и рассмотрим 
один из них, радиуса r и толщиной dr. Все его точки находятся на одинаковом 
расстоянии от оси вращения, поэтому момент инерции этого слоя можно 
записать в виде 
0 2.zdI dmr  
Массу этого слоя представим в виде 
ρ ,dm dV  
где ρ – это плотность материала цилиндра, 2ρ / / π ,m V m R h   dV  – объем 
этого цилиндрического слоя: 2π .dV rdrh  Итак, 
3
0
2
2
.z
mr dr
dI
R
  
Для того, чтобы найти момент инерции сплошного цилиндра, необходимо 
проинтегрировать это выражение: 
3
0 2
2
0
2 1
2
.
R
z
mr dr
I mR
R
                                          (6.7) 
3. Найдем момент инерции стержня длины l и массы m относительно оси, 
проходящей через его центр (рис. 6.5). 
 Выделим на стержне отрезок длины dx, 
отстоящий от оси на расстояние х. Его массу 
можно определить из соотношения 
m
dm dx
l
 , 
/2
0 2 2
/2
1
1
.
2
l
z
l
m
I x dx ml
l
                                         (6.8) 
Рассмотренные примеры имеют одну общую особенность – во всех 
случаях мы выбрали оси вращения, проходящие через центры масс этих тел. И 
значок «0» у момента инерции указывает именно на это обстоятельство. 
dr r 
Рис. 6.5 
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 Заметим, что моменты инерции тел правильной формы относительно 
осей, проходящих через их центры масс, давно рассчитаны, и их значения 
можно найти в справочниках. Например, момент инерции шара массы m и 
радиуса R относительно оси вращения, проходящей через его центр, равен 
0 22
5
.zI mR                                                   (6.9) 
Если тело можно представить как совокупность материальных точек, то 
интеграл в правой части формулы (6.3) 
превращается в сумму 
2
z n n
n
I m R ,                      (6.10) 
где индекс n обозначает номер 
соответствующей точки; mn – ее массу; Rn 
–  расстояние от оси вращения до данной 
точки. В частности, момент инерции 
материальной точки массы m, отстоящей от оси вращения на расстояние R, 
равен 
 2.zI mR                                                   (6.11) 
 Рассмотрим тело, момент инерции которого относительно оси вращения, 
проходящей через центр его масс, известен и равен 0zI . Найдем его момент 
инерции относительно оси, которая параллельна ей, но не проходит через центр 
масс этого тела. На рис. 6.6 эти оси перпендикулярны плоскости чертежа и 
обозначены О и О’ соответственно. Представим это тело в виде совокупности 
материальных точек и рассмотрим одну из них, массы mn. Ее положение 
относительно осей О’ и О можно определить при помощи радиус-векторов nr  и 
nr , связанных равенством 
.n nr a r    
Тогда момент инерции тела zI  относительно оси O’ будет равен 
Рис. 6.6 
mn 
O’ 
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a 
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2 2 22 .z n n n n n n n
n n n n
I m r m a m r a m r
   
      
   
                        (6.12) 
Первое слагаемое в этом выражении можно записать как ma2, где  m – масса 
тела. Третье представляет собой момент инерции Iz
0. Выражение, стоящее в 
скобках второго слагаемого представляет собой произведение Cmr , где Cr  –  
радиус-вектор, определяющий положение центра масс тела (см. формулу (4.2)) 
относительно оси О, на которой этот центр масс и находится. Поэтому 
второе слагаемое обращается в нуль, и соотношение (6.12) может быть 
записано в виде 
0 2
z zI I ma  .                  (6.13) 
 Мы получили выражение, которое 
является математической формулировкой 
теоремы Штейнера: момент инерции 
тела относительно произвольной оси 
равен сумме момента инерции этого тела относительно оси, параллельной 
данной и проходящей через центр масс тела, и произведения массы тела на 
квадрат расстояния между осями. Это очень полезная теорема, так как она 
сводит вычисление момента инерции тела относительно произвольной оси к 
вычислению момента инерции относительно оси, проходящей через центр масс 
этого тела.  
Покажем это на примере стержня и найдем его момент инерции zI  
относительно оси, проходящей через его конец (рис. 6.7). В этом случае 
расстояние между осями равно а =  l/2, и согласно формулам (6.8) и (6.13) 
                 
2 2 21 1 1
12 4
.
3
zI ml ml ml                                       (6.14) 
· · 
Рис. 6.7 
l/2 
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§6.4. Работа внешних сил при вращательном движении. Кинетическая 
энергия вращательного движения 
 Рассмотрим тело, имеющее неподвижную ось вращения Oz, на которое 
действует сила F , лежащая в плоскости xOy. Положение точки приложения 
силы определим радиус-вектором r   (рис. 6.8). При повороте тела на угол dφ 
эта точка совершает элементарное перемещение dr , поэтому работа силы будет 
равна  cosαdA Fdr Fdr  . Воспользуемся соотношением φdr rd  и получим 
cosα φ φ,zdA Fr d M d                                      (6.15) 
где zM  – момент силы F  относительно оси вращения. 0,dA если zM  и dφ 
имеют одинаковые знаки. В обратном случае 0dA . 
 Работа при повороте на конечный угол определится формулой 
                                                        
2
1
φ
φ
φ.zA M d  .                                              (6.16) 
В случае, если constzM  , это выражение упрощается: φ.zA M  
Рис. 6.8 
dr  r  
F  
φ  
O 
z 
dφ 
α 
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По теореме о кинетической энергии работа сил, действующих на тело, 
идет на изменение его кинетической энергии. В нашем случае речь идет о 
кинетической энергии вращательного движения:  
вращ
φ.k zdW dA M d  . 
Преобразуем это выражение, воспользовавшись соотношением (6.5): 
   
 
2
вращ
ω ω
φ φ ω ω .
2
z
k z z z
d I
dW M d I d I d d
dt
 
     
 
             (6.17) 
 Мы пришли к формуле для кинетической энергии вращательного 
движения: 
      
2
вращ
ω
.
2
z
k
I
W                                             (6.18) 
 Отметим, что если тело участвует одновременно как в поступательном, 
так и вращательном движениях, то его кинетическая энергия определяется 
выражением 
   
2 2
пост вращ
ω
.
2 2
z
k k k
mv I
W W W                          (6.19) 
Частным случаем такого движения является плоское движение твердого 
тела, при котором центр масс тела движется в определенной плоскости, 
неподвижной в данной системе отсчета. При этом вектор его угловой скорости 
ω остается перпендикулярным этой плоскости, а это означает, что в С-системе 
твердое тело совершает чисто вращательное движение вокруг неподвижной 
оси, проходящей через его центр масс. 
В этом случае формула принимает вид 
2 0 2ω
.
2 2
C z
k
mV I
W                                               (6.20) 
Таким образом кинетическая энергия твердого тела при плоском движении 
складывается из энергии, связанной с движением центра масс, и энергии 
вращения в С-системе отсчета.  
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 Задачи к главе 6. 
 Задача 6.1. Тонкий однородный стержень АВ 
массы m = 1,0 кг движется поступательно с ускорением 
а = 2,0 м/с2 под действием двух сил 1F и 2F  (рис. 6.9). 
Расстояние между точками приложения этих сил 
b  = 20 см. Кроме того, известно, что F2 = 5,0 Н. Найти 
длину стержня. 
 
 Решение. Стержень движется поступательно, 
поэтому по второму закону Ньютона 
2 1,ma F F   
1 2 .F F ma                                                          (1) 
 По той же причине алгебраическая сумма моментов сил 1F и 2F
относительно центра масс стержня (точки С) будет равна нулю: 
1 2 0.
2 2
l l
F b F
 
   
 
                                            (2) 
Решая совместно уравнения (1) и (2), получим ответ: 
22 1,0  м.
bF
l
ma
   
 
 Задача 6.2. Вычислить момент инерции 
тонкой прямоугольной пластины относительно оси, 
проходящей через одну из ее вершин 
перпендикулярно к плоскости пластины, если ее 
стороны равны а и b, а масса – m. 
 
 Решение. Представим эту пластину в виде 
множества тонких полос шириной dx (рис. 6.10). 
Рис. 6.9 
С 
b 
1F  
2F  
A 
B 
Рис. 6.10 
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b 
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Момент инерции одной такой полосы относительно ее центра масс (точка С) 
мы знаем (см. формулу (6.8)): 0 2 /12.zdI dml  В наших рассуждениях мы 
полагаем, что ось, проходящая через точку С и ось вращения (точка О), 
относительно которой мы ищем момент инерции пластинки, параллельны, 
масса полосы равна / ,dm mdx b  а сама она находится на расстоянии х от оси 
вращения. 
По теореме Штейнера (6.13) момент инерции полосы zdI  относительно точки О 
равен 
2 2 2
0 2 2 2 .
12 4 3
z z
l l m l
dI dI dma dm x x dx
b
   
         
   
 
Проинтегрируем это выражение и получим ответ  
 
2
2 2 2
0
.
3 3
b
z
m l m
I x dx l b
b
 
    
 
  
 Задача 6.3. Показать, что для тонкой пластинки произвольной формы 
имеется следующая связь между моментами инерции: x y zI I I  , где , ,x y z – 
три взаимно перпендикулярных оси, проходящие через одну точку, причем х и 
у лежат в плоскости пластинки. Используя эту связь, найти момент инерции 
тонкого, однородного, круглого диска радиуса R и массы m относительно оси, 
совпадающей с одним из его диаметров. 
 
 Решение. Рассмотрим токую 
пластинку, лежащую в плоскости хОу, и 
представим ее как множество материальных 
точек массами mn . Выделим одну из них 
(рис. 6.11). Эта точка находится на 
расстоянии уn от оси Ох, и момент инерции Ix 
пластинки относительно этой оси можно 
Рис. 6.11 
mn 
xn 
yn 
O x 
y 
rn 
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записать в виде 
2.x n n
n
I m y  
Выбранная точка находится на расстоянии хn от оси Оу, поэтому 
2.y n n
n
I m x  
Ось Оz перпендикулярна плоскости чертежа о проходит через точку О. 
Расстояние до этой оси определяется величиной  rn , поэтому 
 2 2 2 ,z n m n n n x y
n
I m r m y x I I      
что и требовалось доказать. 
 Применим эту формулу к тонкому диску, и расположим его в плоскости 
хОу. В этом случае x yI I , а zI  нам известен. Согласно формуле (6.7) 
0 2 / 2zI mR . Таким образом, мы получаем ответ на второй вопрос задачи: 
21 .
4
x yI I mR   
 
 Задача 6.4. Однородный диск радиуса R имеет круглый вырез (рис. 6.12). 
Масса оставшейся (незаштрихованной) части диска равна m. Найти момент 
инерции такого диска относительно оси, перпендикулярной к плоскости диска 
и проходящей через точку О. 
 
 Решение. Для начала вычислим момент 
инерции 0zI  сплошного диска относительно оси, 
перпендикулярной к плоскости диска и проходящей 
через точку О. Его массу М можно легко найти из 
следующих соображений: 
M m m  , 
Рис. 6.12 
О ·Оˊ 
R/2 
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 2 2 23 3ρ π π / 4 ρ π ,
4 4
m M m h R R h R M       
4 1
,     .
3 3
M m m m   
При проведении этих вычислений мы воспользовались следующими 
обозначениями: m– масса вырезанной части; ρ – плотность вещества диска; h – 
его толщина. Точка О – центр масс сплошного диска, и его момент инерции 
относительно этой точки мы знаем (6.7): 
0 2 21 2 .
2 3
zI MR mR   
Момент инерции 𝐼ˊ𝑧  вырезанной части диска определим, используя теорему 
Штейнера (6.13): 
2 2
2 21 3 1 .
2 4 4 8 8
z
R R
I m m mR mR        
Запишем ответ 
0 213 .
24
z z zI I I mR    
 
 Задача 6.5. На ступенчатый блок (рис. 6.13) намотаны в 
противоположных направлениях две нити. На конец одной действуют 
постоянной силой F , а к концу другой нити прикреплен груз массы m. 
Известны радиусы блока R1 и R2 и его момент инерции I относительно оси 
вращения. Найти угловое ускорение блока. Трения нет. 
 
 Решение. На блок действуют две силы. С первой все ясно – это сила F . А 
вот со второй надо разобраться. Типичная ошибка заключается в том, что за 
вторую силу принимают силу тяжести mg . А это не так. Чтобы дать 
правильный ответ, посмотрим на силы, действующие на груз. Таких сил две – 
сила тяжести и сила натяжения нити Т . И они не равны, ведь их 
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равнодействующая сообщает телу ускорение. Они будут равны только в том 
случае, когда тело покоится или равномерно движется. Сила натяжения 
действует и на тело, и на блок (Т  ), и по третьему закону Ньютона  –Т Т  .  
Будем считать, что груз опускается, то есть блок вращается по часовой 
стрелке. Это значит, что вектор угловой скорости ω направлен вдоль оси 
вращения от нас. Направим туда же и ось z. 
Тогда в проекции на эту ось уравнение (6.5) 
можно записать в виде 
                     
ω
z
d
I M
dt
  ,                              (1) 
где МΣz=MF+MT – алгебраическая сумма 
проекций моментов сил F  и Т   на ось z. 
Разберемся со знаками этих проекций. Сила F
стремится повернуть блок против часовой 
стрелки, следовательно проекция ее момента 
MF на ось z будет отрицательной. Проекция 
момента MT будет положительной, так как эта 
сила стремится повернуть блок по часовой стрелке. Таким образом, уравнение 
(1) принимает вид 
1 2
ωd
I FR TR
dt
   , 
Учитывая, что угловое ускорение ε ω /d dt , 
получим 
                1 2ε ,I FR TR                                                       (2) 
Для описания поступательного движения груза используем второй закон 
Ньютона: 
                                             ma mg T  ,                                          
Рис. 6.13 
Т  
mg  
F  
R1 R2 
Т   
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Между ускорением а и угловым ускорением ε существует простая связь, 
которую легко получить, продифференцировав по времени равенство v = ωR2: 
2
ωdv d
R
dt dt
 ,  то есть 2ε .a R    
Таким образом 
 2ε ,T mg m R   
и подставляя это выражение в формулу (2), мы получим окончательный 
результат 
2 1
2
2
ε .
mgR FR
I mR



 
 
  Задача 6.6. Однородный сплошной цилиндр радиуса R и 
массы m0 может свободно вращаться относительно 
горизонтальной оси О (рис. 6.14). на цилиндр в один ряд 
намотан тонкий шнур длины l и массы m. Найти угловое 
ускорение цилиндра в зависимости от длины х свешивающейся 
части шнура. Считать, что центр масс намотанной массы шнура 
находится на оси цилиндра. 
 Решение. Запишем основное уравнение динамики 
вращательного движения (6.5а) 
.εz zI M                                                                 (1) 
и рассмотрим входящие в него члены. Сила, вращающая цилиндр, – это сила 
натяжения шнура. По второму закону Ньютона 
,ma mg T    
где m  – масса свешивающейся части шнура. Ускорение а связано с угловым 
ускорением ε формулой εa R , поэтому 
 ε ,T m g R   
и ее момент равен 
х 
Т  
O 
Рис. 6.14 
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 ε .zM TR mR g R                                             (2) 
 Момент инерции складывается из двух членов. Первый – это момент 
инерции цилиндра, равный (6.7) 20 / 2,m R а второй – момент инерции той части 
шнура, который еще остается на цилиндре (ее масса m m ). Он равен (6.6) 
  2m m R . Итак, уравнение принимает вид 
   ε ε .m m R m g R     
Решим его и с учетом того, что /m mx l  , получим ответ 
 0
2
ε .
2
mgx
lR m m


 
 
 Задача 6.7. однородный цилиндр 
радиуса R раскрутили вокруг его оси до 
угловой скорости ω0 и поместили затем 
в угол (рис. 6.15). Коэффициент трения 
между стенками и цилиндром равен μ. 
Сколько оборотов сделает цилиндр до 
остановки? 
 
 Решение. Для того, чтобы решить 
эту задачу, необходимо прежде всего 
найти силы трения, действующие на цилиндр со стороны стенок. Сделать это 
можно так. На цилиндр действует сила тяжести mg , направленная вниз. 
Соответственно со стороны горизонтальной стенки на цилиндр начинает 
действовать сила реакции опоры 1N , направленная вверх, и возникает сила 
трения 
тр1F . Она направлена вправо и прижимает цилиндр к вертикальной 
R 
mg  
1N  
2N  
тр1F  
тр2F  
Рис. 6.15 
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стенке. В результате возникает сила реакции 2N  со стороны этой стенки, и сила 
трения тр2F , направленная вверх. 
 Цилиндр покоится как целое, а это означает, что векторная сумма этих 
сил равна нулю. Запишем два очевидных равенства, связывающие эти силы: 
1 тр2,mg N F   
тр1 2.F N  
Учтем, что тр1 1 тр2 2μ ,   μF N F N   и получим систему двух уравнений с двумя 
неизвестными, решение которой имеет вид 
1 22 2
μ
 ,    .
1 μ 1 μ
mg mg
N N 
 
 
Найдем суммарный момент сил трения, действующий на цилиндр: 
   тр тр1 тр2 2
μ 1 μ
.
1 μ
mg
M F F R

  

 
Отметим, что мы получили формулу для модуля момента сил трения. Его 
проекция на направление оси вращения будет отрицательной: трzM M  , и он 
будет тормозить вращение цилиндра.  
 Работа, которую совершают силы трения, уменьшает кинетическую 
энергию цилиндра, и для описания этого процесса воспользуемся формулой 
(6.17): φk zdW M d . Момент сил трения – величина постоянная, поэтому это 
равенство можно записать в интегральной форме: 
φ,k zW M   
где φ – угол на который повернулся цилиндр вокруг своей оси. 
Учитывая, что 00k kW W   , найдем φ и число оборотов n, сделанных 
цилиндром до остановки 
 
 
2 20 2
00 0
тр тр
ω 1 μωφ
.
2π 2π 4π 8πμ 1 μ
k z
RW I
n
M M g

   

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Задача 6.8. Однородный диск массы m и радиуса R раскрутили до 
угловой скорости ω0  и осторожно положили на горизонтальную поверхность. 
Сколько времени диск будет вращаться на поверхности, если коэффициент 
трения равен μ?  Какую работу совершила при этом сила трения? 
 
Решение. Разобьем диск на множество бесконечно тонких колец подобно 
тому, как мы сделали это в §6.1 (см. рис. 6.4), и рассмотрим одно из них, 
имеющее радиус r и толщину dr. Его массу можно записать в виде 
ρ ρ2πdm dS rdr  , 
где dS – площадь кольца (она заштрихована на рис. 6.4), а ρ имеет смысл массы, 
приходящейся на единицу поверхности диска( 2ρ π
m
R
 ).  
Тогда сила трения трdF , действующая на это кольцо, будет равна 
тр μ μ ρ2πdF dmg g rdr  , 
а ее момент относительно оси вращения определится по формуле 
2
тр тр μ ρ2πdM dF r g r dr  . 
Интегрируя это выражение, мы найдем модуль результирующего момента сил 
трения, действующих на этот диск 
                            2 3тр
0
2 2
μ ρ2π μ ρπ μ
3 3
R
M g r dr g R mgR   .                          (1)        
Воспользуемся основным уравнением динамики вращательного движения (6.5) 
ω
z z
d
I M
dt
 , 
перепишем его в виде  
ω z
z
M
d dt
I
  
и проинтегрируем: 
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          0
0
ω 0
ω
t
z
z
M
d dt
I
  ,                                                    (2) 
0ω
z
z
M
t
I
  . 
Момент инерции диска относительно оси, проходящей через его центр, равен  
21
2z
I mR . Проекция момента сил трения на ось z отрицательна (силы трения 
тормозят вращение диска), то есть Мz = – Мтр.  
 В итоге получаем время вращения диска до остановки 
                                                  0 0
тр
ω 3ω
4μ
zI Rt
M g
  .                                                 (3)                            
 Ответ на второй вопрос этой задачи получить очень легко, если 
вспомнить теорему о кинетической энергии: изменение кинетической энергии 
тела равно работе сил, действующих на это тело: 
2
2 20
тр 0 0
ω 1
0 ω
2 4
z
k k
I
A W W mR        . 
Смысл знака минус в этом выражении понятен – работа сил трения 
отрицательна.  
 
 Задача 6.9. На гладкой горизонтальной поверхности лежит однородный 
диск радиуса R. На него осторожно опустили такой же диск, предварительно 
сообщив ему угловую скорость ω0. Через сколько времени оба диска будут 
вращаться с одной и той же угловой скоростью, если коэффициент трения 
между дисками равен μ ? 
 Решение. Из закона сохранения следует, что 0ω 2 ωI I , где I – момент 
инерции каждого диска, ω – установившаяся угловая скорость вращения. Таким 
образом 0ω ω / 2 . Ну а дальше воспользуемся результатами предыдущей 
задачи. Момент сил трения, действующий на первый диск со стороны второго, 
определяется формулой (1), и его проекция на ось вращения будет величиной 
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положительной – он увеличивает угловую скорость первого диска. Пределы  
интегрирования в левой части уравнения (2) будут от нуля до ω / 2 , и ответ (см. 
формулу (3)) будет в два раза меньше: 
03ω .
8μ
R
t
g
  
 
 Задача 6.10. Двум дискам одинакового радиуса сообщили одну и ту же 
угловую скорость ω0 (рис. 6.16), а затем привели в соприкосновение, и система 
через некоторое время пришла в новое установившееся состояние движения. 
Оси дисков неподвижны, трения в осях нет. Моменты инерции дисков 
относительно их осей вращения равны I1 и  I2. Найти: 
а) приращение момента импульса системы; 
б) убыль ее механической энергии.                                                  
                                                                                                
 Решение. Анализируя условие этой задачи, можно сделать несколько 
предварительных выводов. Если моменты инерции одинаковы, то в 
установившемся состоянии эти диски просто 
остановятся. Если они отличаются (допустим, 
1 2I I ), то в установившемся состоянии 
первый диск будет вращаться в ту же 
сторону, но с меньшей угловой скоростью 
(обозначим ее ω). Таким образом, изменение 
его угловой скорости будет равно по модулю 1 0ω ω ω   . Второй диск 
изменит направление своего вращения. Это значит, что направление вектора ω 
изменится на противоположное, а его проекция на ось сменит знак. Поэтому 
изменение его угловой скорости будет равно по модулю 2 0ω ω ω   . 
· · 
Рис. 6.16 
I1 I2 
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 По третьему закону Ньютона модули сил трения, действующих на эти 
диски при их соприкосновении, равны, а значит равны и моменты этих сил: 
тр1 тр2М М . Воспользуемся уравнением (6.5) и перепишем его в виде 
1 2
1 2
ω ω
I I
t t
 

 
, 
   1 0 2 0ω ω ω ωI I   , 
                                                      1 20
1 2
ω ω
I I
I I



.                                                     (1)                   
 Теперь мы можем ответить на первый вопрос задачи: приращение 
момента импульса системы мы найдем по формуле 
                                                      0L L L    ,                                                 (2)                 
где 0L  – суммарный момент импульса системы до соприкосновения, 
                                 0 01 02 1 0 2 0 1 2 0ω ω ωL L L I I I I       .                     (3)         
L  – суммарный момент импульса системы после соприкосновения, то есть в 
установившемся состоянии: 
                                    1 2 1 2 1 2ω ω ωL L L I I I I       .                         (4)          
Знак минус в этой формуле появился по вполне понятной причине – вектор ω у 
второго диска изменил свое направление и, соответственно, его проекция  на 
ось изменила знак. 
Подставляя эти формулы (3), (4) и (1) в выражение (2), получим 
1 2
0 0
1 2
4
ω
I I
L L L
I I
     

. 
Убыль механической энергии этих дисков найти очень легко: 
   2 2 21 2 0 1 2 1 2 0
0
1 2
2
2 2
k k k
I I I I I I
W W W
I I
    
     

. 
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 Задача 6.11. Однородный шар радиуса r начинает скатываться без 
скольжения с вершины сферы радиуса R (рис. 6.18). Найти угловую скорость 
отрыва шара после отрыва от сферы. 
 
 Решение. При  скатывании на шар действуют две силы – тяжести и 
реакции опоры. Их проекция на ось, направленную к центру шара, является 
причиной центростремительного ускорения, которое можно представить в виде 
 2 / . цсa mv R r   Поскольку в момент отрыва 0,N   то 
2
cosα,
mv
mg
R r


                                              (1) 
где v – скорость в момент отрыва, α – соответствующий угол (рис. 6.17). 
По закону сохранения энергии 
2 0 2ω
.
2 2
zmv Imgh                                                  (2) 
Записывая правую часть этого уравнения, мы учли, что движение шара 
плоское, и воспользовались формулой (6.20), при этом 0 22 / 5,  ω .zI mr v r   В 
левой части   1 cosα .h R r  
Тогда уравнение (2) принимает вид 
   2
7
1 cosα ,
10
g R r v    
 
27
cosα 1  .
10
v
g R r
 

 
Подставим   это  выражение   в  
уравнение (1) и найдем скорость v  
в момент отрыва 
 10
 .
17
g R r
v

  
Дальше все просто: 
Рис.6.17 
R 
r 
h 
O 
mg  
C 
α 
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 
2
10
ω  .
17
g R rv
r r

   
В заключение заметим, что угловая скорость шара после отрыва изменяться не 
будет. 
 
 Задача 6.12. Гладкий однородный стержень АВ массы М и длины l 
свободно вращается с угловой скоростью ω0 в горизонтальной плоскости 
вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его конец А. Из 
точки начинает скользить по стержню небольшая муфта массы m. Найти 
скорость v  ´муфты относительно стержня в тот момент, когда она достигнет его 
конца В. 
 Решение. Обсудим условие этой задачи. Стержень вращается свободно – 
следовательно, выполняется закон сохранения момента импульса. Запишем его 
вначале в общем виде: 
                                                             0z zL L .                                                     (1) 
В правой части находится L0z – проекция момента импульса стержня на ось 
вращения в начальный момент времени. Момент импульса муфты при этом 
равен нулю, так как она находится на оси вращения. Воспользуемся формулой 
(6.4): 0 0ωz zL I . Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через 
конец стержня, мы знаем (см. формулу (6.14)) 
                                        
2
0 21
2 3
z z
l
I I M Ml
 
   
 
.                                      (2) 
Поэтому  
                                                     
2
0 0
1
ω
3
zL Ml .                                                   (3) 
В левой части стоит Lz – проекция момента импульса системы «стержень плюс 
муфта», когда муфта достигла конца стержня В. Ее можно представить в виде 
двух слагаемых z zс zмL L L  , где zcL  – проекция момента импульса стержня. 
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Она равна 21 ω
3zc
L Ml , где ω – конечная угловая скорость вращения стержня. 
zмL – проекция на ось вращения момента импульса муфты. Для того, чтобы 
вычислить ее, обратим внимание на то, что скорость муфты имеет две 
составляющие – вместе со стержнем муфта вращается вокруг оси и, кроме того, 
она движется вдоль стержня, удаляясь от точки А. Вклад этой радиальной 
составляющей скорости в момент импульса (см. формулу (5.2)) будет равен 
нулю, так как ее направление совпадает с радиус-вектором муфты 
относительно оси вращения. Поэтому в конечном положении  2ωzмL mvl m l  . 
Итак, получаем 
                     2 2 2
1 1
ω ω ω
3 3
z zс zмL L L Ml ml M m l
 
      
 
.                      (4) 
Подставим формулы (3) и (4) в равенство (1) и найдем конечную угловую 
скорость вращения стержня (муфта дошла до конца В): 
                                           00
1
ω3ω ω
1 3
13
M
mM m
M
 
 
.                                         (5)               
 В системе отсутствуют силы трения – это значит, что мы можем 
применить закон сохранения механической энергии, записав его в виде:                                                      
                   0k k kmW W W  .                                               (6)                  
Физический смысл этого равенства заключается в следующем: кинетическая 
энергия стержня в начальный момент времени равна сумме кинетических 
энергий стержня и муфты в конечный момент.  
Итак, 
2
0
0
2
z
k
I
W

  ,    
2
2
z
k
I
W

  ,   
 2 2 2
2
km
m l v
W
 
 . 
Подставим эти формулы в равенство (6), учтем (2) и (5) и преобразуем его: 
 2 2 2 2 20z zI I m l v       , 
161 
 
 
 2 2 2 20z zmv I I ml      , 
2
2 2 2 2 2 0
0
1 1
33 3
1
mv Ml Ml ml
m
M
 
     
    
 
, 
2 2 2
0
1 1
1
33
1
mv Ml
m
M
 
 
    
 
 
, 
                                                 0
31
l
v
m
M

 

.                                       
 
 Задача 6.13. Однородная тонкая квадратная пластинка со стороной l и 
массы M может свободно вращаться вокруг неподвижной вертикальной оси, 
совпадающей с одной из ее сторон. В центр  пластинки по нормали к ней 
упруго ударяется шарик массы m, летевший со скоростью v (рис. 6.18). Найти: 
а) скорость v  шарика после удара; 
б) горизонтальную составляющую результирующей силы, с которой ось О 
будет действовать на пластинку после удара. 
 
 Решение. В нашем случае выполняются два закона сохранения – 
механической энергии (удар упругий) и момента импульса (пластинка 
вращается свободно). Отметим, что закон 
сохранения импульса не выполняется – в 
процессе столкновения и после него на 
пластинку действует сила реакции. 
 По закону сохранения энергии 
2 2 2ω
,
2 2 2
zmv mv I   
Рис. 6.18 
ω 
m 
l/2 
O 
v  
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и если учесть, что согласно формуле (6.14)  2 / 3zI Ml , то это уравнение 
принимает вид 
2 2 2 2
3
.ω
M
v v l
m
                                                (1) 
 По закону сохранения момента импульса (относительно точки О) 
ω.
2 2
z
l l
mv mv I    
Знак «–» в правой части этого уравнения появился потому, что при отражении 
от пластинки скорость шарика меняет свое направление. Это равенство можно 
переписать в виде 
 
3
ω
2
m
l v v
M
                                                      (2) 
и подставить в уравнение (1): 
 
22 2 3 .
4
m
v v v v
M
     
После несложных преобразований мы получаем ответ на первый вопрос задачи: 
4 3
.
4 3
M m
v v
M m

 

                                                     (3) 
В векторном виде это выражение примет вид 
3 4
.   
4 3
m M
v v
M m

 

 
При записи этой формулы мы учли, что вектора v  и v  направлены в 
противоположные стороны. 
 Для ответа на второй вопрос надо учесть, 
горизонтальная составляющая результирующей 
силы, с которой ось О действует на пластинку 
после удара, играет роль центростремительной 
силы, под действием которой пластинка 
вращается вокруг оси (рис. 6.19). Разобьем 
Рис. 6.19 
dr r l 
O 
O’ 
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пластинку на множество вертикальных полосок шириной dr и рассмотрим одну 
из них, находящуюся на расстоянии r от оси вращения (рис. 6.20). По второму 
закону Ньютона центростремительная сила, действующая на эту полоску, равна 
2
цс ω ,dF dm r                                                     (4) 
где dm – масса этой полоски, равная /dm Mdr l . Для того, чтобы найти 
результирующую силу, необходимо проинтегрировать уравнение (4): 
2 2
цс
0
.
1
ω ω
2
l M
F F rdr Ml
l
                                            (5) 
В этом выражении мы не знаем угловую скорость ω пластинки. Она находится 
из формулы (2) с учетом выражения (3): 
 
3 4
ω .
42
1
3
m v
v v
MMl
l
m
  
 
 
 
 
Окончательный результат имеет вид 
2
2
8
.
4
1
3
Mv
F
M
l
m

 
 
 
 
 
 Задача 6.14. Вертикально расположенный однородный стержень массы М 
и длины l может вращаться вокруг своего верхнего конца (рис. 6.20). В нижний 
конец стержня попала, застряв в нем, горизонтально летевшая пуля массы m, в 
результате чего стержень отклонился на угол 
α. Считая m M , найти: 
а) скорость летевшей пули; 
б) приращение импульса системы «пуля-
стержень» за время удара; 
в) на какое расстояние х от верхнего конца 
стержня должна пасть пуля, чтобы импульс 
Рис. 6.20 
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системы «пуля–стержень» не изменился в процессе удара. 
 
 Решение. На висящий стержень в состоянии покоя действуют две 
внешние силы – тяжести и реакции опоры (оси), которая направлена 
вертикально вверх. В процессе удара появляется еще одна сила – 
горизонтальная составляющая силы реакции оси, так называемая «сила 
отдачи», которая как раз и вызывает приращение импульса системы «пуля-
стержень» за время удара. Все внешние силы, действующие на стержень в 
процессе удара, проходят через точку О и их момент относительно этой точки 
равен нулю. Это означает, что момент импульса системы «пуля–стержень» 
относительно точки О будет сохраняться: 
ω.            zmvl I                                               (1) 
После попадания пули стержень начинает движение вокруг оси О. Применим 
закон сохранения энергии. С учетом условия  m M    
2ω
,
2
zI Mgh                                           (2) 
где h – высота, на которую поднялся центр масс стержня – точка С. Как видно 
из рисунка (6.21), 
  21 cosα sin α / 2.
2
l
h l    
Таким образом  ω 2 / zMgh I . 
Подставим это выражение в уравнение (1), вспомним формулу (6.14), и 
получим ответ на первый вопрос задачи: 
ω 1 2
2 sinα / 2.
3
z
z
I M
v I Mgh gl
ml ml m
                            (3) 
Импульс этой системы до столкновения равен ,p mv а после – ,Cp Mv  где 
Cv – скорость движения центра масс стержня, равная ω / 2.Cv l  Воспользуемся 
формулой (1) и найдем p : 
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21 3 3
ω .
2 2 2 2
C
z
mMl v
p Mv M l mv p
I
                                (4) 
Таким образом, приращение импульса системы «пуля–стержень» за время 
удара равно  
1
.
2
p p p p                                                      (5) 
 Последний вопрос этой задачи заключается в том, что необходимо найти 
условие, при котором 0p  . Для этого запишем уравнение (1) в виде 
ω,zmvx I                                                       (6) 
где х – расстояние от оси вращения до той точки, куда попала пуля. Тогда  
ω ,
z
mvx
I
  
и формула (4) принимает вид 
3 3
.
2 2
x x
p mv p
l l
                                                 (7) 
По условию  ,p p   то есть 2 / 3.x l В этом случае в процессе удара 
выполняется закон сохранения импульса, то есть на стержень не действует 
горизонтальная составляющая силы реакции оси – ось «не чувствует отдачи». 
 Задача решена, но по ходу ее решения возникло несколько вопросов, 
которые хотелось бы обсудить. Во-первых, почему произошло увеличение 
импульса системы «пуля–стержень»? Это интересный вопрос. Если бы 
стержень, допустим, свободно лежал на гладкой горизонтальной поверхности, и 
в один из его концов попала пуля, он начал бы вращаться вокруг своего центра 
масс. Но если другой конец прикрепить к неподвижной оси, стержень начнет 
вращаться вокруг нее. При этом на стержень в процессе удара будет 
действовать сила реакции этой оси, направленная в сторону, противоположную 
тому направлению, в котором двигался бы этот конец, будучи свободным. Эти 
рассуждения можно в полной мере применить к нашему случаю, и тогда 
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становится понятно, что в процессе движения пули в стержне на его 
закрепленный конец будет действовать горизонтальная составляющая силы 
реакции оси N , направление которой указано на рис. 6.21. Это направление 
совпадает с направлением движения пули, и, следовательно, по второму закону 
Ньютона (2.2) импульс системы в процессе столкновения возрастет (формула 
(5)). Это увеличение происходит тогда, когда пуля попадает в незакрепленный 
конец стержня. Мы можем получить общую формулу, описывающую 
изменение импульса системы «пуля–стержень» в зависимости от того, на каком 
расстоянии от оси вращения находится точка, в которую попала пуля. 
Действительно, согласно формуле (7) 
3
1 .
2
x
p p p p
l
 
     
 
                                         (8) 
Поэтому при 2 / 3    0, x l p    а при 2 / 3 0  0.x l p     
 И последний вопрос. При попадания пули импульс системы увеличился 
(формула (5)). А что можно сказать о кинетической энергии этой системы? Мы 
знаем, что при неупругом столкновении кинетическая энергия уменьшается 
(см. §4.4). Убедимся в этом, рассмотрев общий случай, не ограничиваясь 
условием  m M . В этом случае   2/ 3 , zI m M l   
 
ω ,
/ 3
mv
m M l


 
и тогда 
 
2 2 2ω
0.
2 2 2 1 3 /
z
k
I mv mv
W
m M
     

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Глава 7. НЕИНЕРЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА 
 §7.1. Силы инерции 
Рассмотрим системы отсчета, которые движутся с ускорением 
относительно инерциальных систем отсчета (ИСО). Они называются 
неинерциальными (НСО). Пусть тело движется относительно данной ИСО с 
ускорением 0а . Это ускорение будет одинаково во всех ИСО и мы назовем его 
абсолютным. Пусть некоторая НСО движется относительно данной ИСО с 
ускорением а  (оно называется переносным). Тогда ускорение тела а  
относительно НСО будет равно 
   0 .а а а                                                    (7.1) 
Его называют относительным. 
 Единственной причиной ускоренного движения тела в ИСО являются 
силы взаимодействия, поэтому согласно второму закону Ньютона 
0   ,
F
a
m
  
где F  – равнодействующая сил, действующая на тело массы m. Поэтому 
выражение (1.1) можно записать как 
  .
F
a a
m
                                                     (7.2) 
 Пусть тело является свободным, то есть не взаимодействует с другими 
телами. Тогда F  = 0 и .а а    Таким образом относительно НСО тело ведет 
себя так, как если бы на него действовала сила, равная –ma . Эту силу 
называют силой инерции 
ин  ,F ma                                                    (7.3) 
и равенство (7.2) можно представить в виде 
         инma F F                                                  (7.4) 
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 Подведем некоторые итоги. 
1. Ускорение, с которым движется тело в НСО, определяется силами. Однако 
наряду с «обычными» силами взаимодействия на тело начинают действовать 
силы инерции. 
2. Силы инерции существуют только в НСО. Их нельзя использовать в ИСО, 
так там они просто отсутствуют. 
3. Силы инерции нельзя ставить в один ряд с такими реальными физическими 
силами, как силы упругости, тяготения и т.д. Силы инерции обусловлены 
свойствами соответствующей НСО, и в этом смысле их можно назвать 
фиктивными. 
4.   Введение сил инерции не является принципиально необходимым, так как 
любое движение можно рассмотреть относительно ИСО. Однако 
использование сил инерции позволяет в ряде случаев более просто решить 
задачу. 
 
§7.2. Центробежная сила инерции 
 Рассмотрим горизонтальный диск, вращающийся вокруг вертикальной 
оси с угловой скоростью  . Вместе с диском вращается шарик массы m , 
прикрепленный к оси при помощи упругой пружины.  
 В лабораторной системе отсчета К’ (ИСО) (рис. 7.1) шарик вращается по 
окружности радиуса r, следовательно, движется с центростремительным 
ускорением 
2
0 ω ,a r  
которое обусловлено действием упругой силы. По второму закону Ньютона 
2
упр 0 ωF ma m r   
или в векторном виде 
2
упр ω .F m r                                                   (7.5) 
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В НСО К’, связанной с диском, (рис. 7.2) шарик покоится, и, как следует из 
выражения (7.4),  
упр ин 0.F F   
Поэтому 
2
ин упр ω .F F m r    
Сила инерции, действующая на тело 
во вращающейся НСО, называется 
центробежной силой инерции: 
2
цб ωF m r                                                     (7.6) 
Проанализируем полученное выражение. 
1. Центробежная сила действует только во вращающейся НСО. 
Действительно, если  ω = 0, то  цб 0F   
2. Центробежная сила направлена 
от оси вращения. 
3. Как видно из формулы (7.6), 
центробежная сила является 
центральной силой, и, 
следовательно, консервативна. 
Это значит, что ее можно 
связать с потенциальной 
энергией, которой обладает тело во вращающейся НСО и которая 
называется центробежной энергией: 
2 2
2
цб цб
ω
ω .
2
m r
W F dr m dr C         
Постоянную интегрирования можно определить из физически разумного 
предположения о том, что центробежная энергия тела, находящегося на оси 
Рис. 7.1 
r  
упрF  
K 
Рис. 7.2 
r 
Fцб 
Fупр 
K’ 
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вращения равна нулю (при этом равна нулю центробежная сила). Учитывая, что 
0 = 0 + С, получим 
2 2
цб
ω
 .
2
m r
W                                                  (7.7) 
 В заключение отметим, что 
существование центробежной силы 
необходимо учитывать при точном 
решении задач о движении объектов 
относительно поверхности Земли 
(рис. 7.3): 
тяг цб.mg F F   
Как показывают расчеты, центробеж-
ная сила максимальна на экваторе,                                                                                                  
но даже при этом   отношение                                                                   
3цб
тяг
3 10
F
F
  и чаще всего ее 
можно не учитывать. 
§7.3. Сила Кориолиса  
 Рассмотрим случай, когда тело движется относительно вращающейся 
НСО. В качестве примера проанализируем ситуацию, когда на горизонтальном 
диске радиуса r, вращающемся вокруг горизонтальной оси с угловой скоростью 
ω , находится тело массы m, которое прикреплено к оси вращения упругой 
пружиной и движется по ободу со скоростью v  относительно диска 
(рис. 7.4). При этом относительно лабораторной ИСО тело движется по 
окружности и его скорость v определится формулой 
ω .v r v                                                       (7.8)                                                  
Тогда по второму закону Ньютона 
Рис. 7.3 
цбF  
тягF  
mg  
RЗ 
r 
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 
 
22
2 2
упр 0 ω ω 2 ω .
m vmv m
F ma r v m r m v
r r r

                     (7.9) 
 Во вращающейся НСО тело тоже движется по окружности, но со 
скоростью v , поэтому 
 
2
 .
v
ma m
r

   
Как следует из (7.9), 
 
2
2
упр ω 2 ω ,
m v
F m r m v
r

    
следовательно  
 
2
упр ω 2 ω .ma F m r m v           (7.10) 
Видим, что во вращающей НСО тело ведет себя так, как если бы на него 
помимо силы упругости действовали еще две силы, направленные в 
противоположную сторону. Одна из них – это центробежная сила, а другая 
получила название силы Кориолиса: 
2 ω .kF m v                                               (7.11) 
В векторном виде эта сила описывается выражением 
  2 ,ω .kF m v                                            (7.12) 
Отметим ряд важных свойств силы Кориолиса: 
1. Сила Кориолиса действует только во вращающейся НСО: действительно, 
при ω 0    0кF  . 
2. Сила Кориолиса действует только на тела, движущиеся относительно 
НСО: если v= 0, то   0кF  . 
3. Как следует из свойств векторного произведения, сила Кориолиса всегда 
перпендикулярна скорости v , то есть перпендикулярна направлению 
движения тела. Поэтому ее работа всегда равна нулю. Отметим в связи с 
этим, что направление силы Кориолиса относительно оси вращения 
Рис. 7.4 
r 
цбF  к
F  
упрF  
v  
K’ 
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определяется направлением скорости .v  В заключение отметим любопытный 
природный факт, иллюстрирующий существование силы Кориолиса: реки, 
протекающие в северном полушарии, подмывают правый берег, тогда как реки 
южного полушария Земли делают то же самое с левым берегом. 
§7.4. Принцип эквивалентности   
 Подумаем, как можно определить массу тела. Во-первых, мы можем 
подействовать на тело эталонной силой F, найти ускорение, с которым оно 
будет двигаться, и тогда массу тела можно вычислить, используя второй закон 
Ньютона. Определенную таким образом массу мы назовем инертной: 
ин
F
m
a
 . 
 Массу можно найти, измеряя силу ее тяготения к другому телу, например, 
к Земле. Определенную таким образом массу называют гравитационной: 
гр з
2
з
m М
F G
R
 , 
2
з
гр
з
F R
m
G M



 . 
 Нет никаких априорных соображений, исходя из которых, можно было бы 
утверждать, что эти массы равны. Однако они удивительным образом 
совпадают. Об этом свидетельствуют результаты многочисленных опытов, 
точность которых к настоящему времени достигла 910 % !  
 Из равенства инертной и гравитационной масс, в частности, следует, что 
сила тяготения сообщает одинаковое ускорение всем телам, независимо от их 
массы.  
 Рассмотрим систему свободных тел.  Очевидно, что ускорения, с 
которыми они двигаются относительно инерциальной системы отсчета К, 
равны нулю: 0iа  = 0. Рассмотрим систему отсчета К  , которая движется с 
ускорением а

относительно этой ИСО.  В  системе К    указанные  тела  будут 
двигаться с одинаковыми ускорениями (см. (1.1)): 
0i ia a a a    ,  
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как если бы «включилось» поле тяготения. 
Пусть система тел находится в поле сил тяготения. Под действием этих 
сил тела будут двигаться с одинаковыми ускорениями 
0 0
i
i
i
F
a a
m
   
относительно системы отсчета К. Введем неинерциальную систему отсчета К  , 
которая движется относительно системы К с ускорением  0a a . Тогда в этой 
НСО ускорения тел будут равны нулю: 
0 0 0  – – 0.i ia a a a a    
Таким образом, в системе К   тела ведут так, как если бы исчезло поле 
тяготения.  
 Мы пришли к фундаментальному физическому закону, который 
называется принципом эквивалентности: 
переход к НСО эквивалентен появлению гравитационных сил, и наоборот, 
гравитационные силы можно «выключить» переходом в подходящую НСО.  
 Принцип эквивалентности базируется на равенстве инертной и 
гравитационной масс. Эйнштейн положил его в основу общей теории 
относительности. 
 Кстати, невесомость космонавтов, находящихся в 
искусственном спутнике, вращающемся вокруг Земли, 
является следствием принципа эквивалентности. 
Задачи к главе 7. 
 Задача 7.1. Муфточка А может свободно скользить 
вдоль гладкого стержня, изогнутого в форме полукольца 
радиуса R (рис. 7.5). Систему привели во вращение с 
постоянной угловой скоростью ω вокруг вертикальной оси 
ОО´. Найти угол  θ, соответствующий устойчивому 
положению муфточки. 
Рис. 7.5 
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 Решение. Решим эту задачу в системе отсчета, связанной с вращающимся 
стержнем. В этой системе отсчета (СО) муфта покоится, следовательно, 
равнодействующая всех сил, действующих на нее, равна нулю. В этой 
вращающейся СО на муфту действуют три силы (рис. 7.6): сила тяжести mg , 
сила реакции опоры N и центробежная сила цбF . Из рисунка следует, что в 
состоянии равновесия                                                          
                              цб tgθ
F
mg
 .                                                       (1) 
2 2
цб ω ω sinθF m r m R  . 
Поэтому 
       
2ω sinθ sinθ
cosθ
R
g
 .                                                 (2) 
Первое решение находим сразу: θ = 0. Здесь все понятно: если муфта 
находится на оси вращения в точке О´, то центробежная сила равна нулю, а 
силы тяжести и реакции опоры компенсируют друг друга. 
 Но возможно и второе решение. Если θ 0 , то равенство (1) можно 
записать в виде 
2
cosθ
ω
g
R
 . 
Это решение возможно, если 2ω R g  (косинус не 
может быть больше единицы). Итак, подведем итоги. 
Если угловая скорость вращения невелика (ω g
R
 ), 
то муфта находится на оси вращения в точке О´, и это 
положение устойчивого положения муфты.                                                                                                   
При увеличении угловой скорости ω
g
R
 
 
 
 
возможны два положения равновесия – неустойчивое 
Рис. 7.6 
mg  
N  
цбF  
θ 
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при  θ = 0 и устойчивое при угле 
          
2
θ arccos
ω
g
R
 .                             (3) 
 Эту задачу, между прочим, можно было бы 
решить, не переходя в НСО. Действительно, в 
инерциальной СО на муфту действуют две реальные 
физические силы – сила тяжести и сила реакции 
опоры. Их равнодействующая направлена к оси 
вращения и играет роль центростремительной силы 
(рис. 7.7). Поэтому  
цс tgθF mg , 
2 2
цс ω ω sinθF m r m R  , 
а дальше  –  смотрите формулу (1). 
Этот пример иллюстрирует то, о чем мы говорили в начале этого раздела –
введение сил инерции не является принципиально необходимым, так как любое 
движение можно рассмотреть относительно ИСО. 
 
 Задача 7.2. Человек массы  m = 60 кг идет равномерно по периферии 
горизонтальной круглой платформы радиуса  R = 3,0 м, которую вращают с 
угловой скоростью  ω = 1,00 рад/с вокруг вертикальной оси, проходящей через 
его центр. Найти горизонтальную составляющую силы, действующей на 
человека со стороны платформы, если результирующая сил инерции, 
приложенных к нему в системе отсчета «платформа», равна нулю. 
 
 Решение. Во вращающейся системе отсчета «платформа» на человека 
действуют две силы инерции – центробежная и сила Кориолиса. Поскольку 
результирующая этих сил равна нулю, они равны по величине и 
противоположно направлены (рис. 7.8). Это, кстати, позволяет определить 
Рис. 7.7 
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направление, в котором движется человек (его скорость относительно 
платформы обозначим  v’ ). 
 Итак, по условию 
цб ,kF F  
22 ω ω  ,mv m R   
1
ω
2
v R                                                           (1) 
Мы получили любопытный результат. Точки, лежащие на периферии диска ( то 
есть находящиеся на расстоянии  R  от его 
центра), имеют в лабораторной системе 
отсчета скорость  ωR и двигаются против 
часовой стрелки (рис. 7.8). Человек 
движется относительно них со скоростью  
v’ – в два раза меньшей (см. формулу (1)) 
в противоположном направлении. Это 
значит, что относительно лабораторной 
СО человек будет перемещаться против 
часовой стрелки со скоростью   v = ωR – 
v’= ωR/2 . Итак, в лабораторной СО человек движется по окружности радиуса  
R  со скоростью v= ωR/2 . Для этого необходима центростремительная сила.  Ее 
роль играет сила трения. Это и есть горизонтальная составляющая силы, 
действующая на человека со стороны платформы: 
2 2
тр
ω
45  Н.
4
mv m
F
R
    
 
Задача 7.3. Горизонтально расположенный гладкий стержень АВ 
вращают с угловой скоростью ω = 2,00 рад/с вокруг вертикальной оси, 
проходящей через его конец А (рис. 7.9). По стержню свободно скользит 
kF  цбF  трF  
v  
ω 
O 
Рис. 7.8 
К’ 
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муфточка массы m = 0,50 кг, движущаяся из точки А с начальной скоростью 
v´0 = 1,00 м/с. Найти действующую на муфточку силу Кориолиса (в системе 
отсчета, связанной с вращающимся стержнем) в момент, когда муфточка 
оказалась на расстоянии r = 50 см от оси вращения. 
 
 Решение. На муфту в НСО  К’, связанной со стержнем, действуют две 
силы инерции – центробежная и сила Кориолиса (см. рис. 7.8). Скорость муфты 
v´ увеличивается под действием центробежной силы, и мы можем найти ее 
значение на расстоянии r от оси вращения, используя теорему о кинетической 
энергии 
0 цбk kW W A  , 
22
0
цб
2 2
mvmv
A

  , 
2
0 цб
2
v v A
m
   , 
где Ацб – работа центробежной силы, 
которую можно посчитать обычным 
способом: 
2 2
2
цб цб
0 0
ω
ω
2
r r m r
А F dr m rdr    . 
Таким образом 
2 2 2
0 ωv v r   , 
и, воспользовавшись формулой (7.11), мы получаем ответ   
2 2 2
02 ω ω 2,8 Н.kF m v r    
 
 Задача 7.4. На экваторе с высоты h = 500 м на поверхность Земли падает 
тело (без начальной скорости относительно Земли). Пренебрегая 
Рис. 7.9 цбF  
кF  
v
vˊ 
r  
A 
B 
K’ 
178 
 
 
Рис. 7.10 
kF  
тягF  
сопротивлением воздуха, найти, на какое расстояние и в какую сторону 
отклонится от вертикали тело при падении. 
 
 Решение. При падении тела на 
него начинает действовать сила 
Кориолиса, направленная на восток 
(рис. 7.10), и под ее действием тело 
отклонится от вертикали в ту же 
сторону. Учитывая, что высота тела 
над поверхностью земли невелика, 
можно считать поле тяготения 
однородным, и принять ускорение 
свободного падения равным g . Тогда v´= gt , и силу Кориолиса можно записать 
в виде                                       
2 2kF m v m gt    . 
Эта сила сообщает телу горизонтальное ускорение  
2k
F
a gt
m
   . 
Найдем горизонтальную составляющую скорости тела: 
2
гор
0
t
v adt gt    . 
Нам осталось найти, на какое расстояние отклонится от вертикали тело при 
падении с высоты h (время падения определится по формуле  2n
ht
g
 ): 
3
2
2 3
гор
0 0
1 1 2 2 2
24 см.
3 3 3
n nt t
n
h h
s v dt gt dt gt g h
g g
 
          
 
   
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 Задача 7.5. На гладкой горизонтальной поверхности лежит однородный 
стержень массы m = 5,0 кг и длины l = 90 см. По одному их концов стержня в 
горизонтальном направлении, перпендикулярном к стержню, произвели удар, 
импульс силы которого J = 3,0 Н·с. Найти силу, с которой одна половина 
стержня будет действовать на другую в процессе движения. 
 
 Решение. По концу стержня произвели  удар (рис. 7.11), и он пришел в 
движение. Центр масс стержня (точка О) будет двигаться равномерно и 
прямолинейно, а сам стержень будет вращаться относительно центра масс. С  
этим вращением связано появление момента импульса  
L стержня относительно точки О. Его можно 
вычислить, используя уравнение движения для момента 
импульса, которое в данном случае можно записать так: 
L
M
t



, 
L M t   , 
                                   
2
l
L J .                                      (1)                                               
При выводе этой формулы мы учли, что LLLLL  00 , момент М 
силы, подействовавшей на стержень при ударе, равен произведению силы F на 
ее плечо (оно равно l/2), и, наконец, произведение силы  F  на время ее действия  
Δt  и есть импульс силы J:  
2 2
l l
M F t J   . 
 Вспомним, что L I  , где ω – угловая скорость вращения тела, а I – 
момент инерции тела относительно оси вращения – в данном случае это точка 
О. Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через его центр, 
равен 
21
12
I ml . 
Рис. 7.11 
F  
l/2 
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Подставляя эти выражения в формулу (1), мы найдем угловую скорость 
вращения стержня: 
6J
ml
 .                                                         (2)   
 Свяжем со стержнем систему отсчета, вращающуюся с этой угловой 
скоростью, и центр ее совместим с точкой О. В этой НСО на каждую половинку 
стержня будет действовать центробежная сила. Это и будет сила, с которой 
одна половина стержня будет действовать на другую в процессе движения. 
Чтобы найти ее, разобьем стержень на множество бесконечно малых частей  
(рис. 7.12), и рассмотрим одну из них, имеющую длину dr и находящуюся на 
расстоянии r от точки О. Ее масса равна  
m
dm dr
l
 , и на нее действует 
центробежная сила 
2 2
цб
m
dF dm r rdr
l
    . 
Нам осталось проинтегрировать это 
выражение и получить ответ: 
2 22
2 2
0
1 9
2 2 2
l
m m l J
F rdr
l l ml
 
     
 
 . 
 
 Задача 7.6. В системе отсчета, вращающейся вокруг неподвижной оси с 
постоянной угловой скоростью  ω = 5,0 рад/с, движется небольшое тело массой  
m = 100 г. Какую работу совершила центробежная сила при перемещении этого 
тела по произвольному пути из точки 1 в точку 2, которые расположены на 
расстояниях  r1 = 30 см  и  r2 = 50 см от оси вращения? 
 
 Решение. Эту несложную задачу мы легко решим, если вспомним, что 
центробежная сила является центральной, и, значит,  –  консервативной. А 
работа консервативной силы равна убыли потенциальной энергии тела и не 
Рис. 7.12 
dr r 
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зависит от формы траектории его движения. В нашем случае потенциальная 
энергия – это центробежная энергия (см. формулу (7.7)) 
2 2
цб
ω
 .
2
m r
W    
Таким образом, 
 
2
2 2
цб1 цб2 2 1
ω
0,20  Дж.
2
m
A W W r r      
 
 Задача 7.7. Горизонтально расположенный диск вращается с постоянной 
угловой скоростью ω 5,0 рад/с  вокруг своей оси. Из центра диска с начальной 
скоростью 0 2,00 м/сv   движется небольшая шайба массы 160  гm  . На 
расстоянии 50 смr   от оси диска ее скорость оказалась 3,00  м/сv  . Найти 
работу, которую совершила при этом сила трения, действующая на шайбу, в 
системе отсчета «диск». 
 
 Решение. В неинерциальной 
системе отсчета, связанной с диском, 
энергия шайбы представляет сумму 
кинетической и потенциальной 
энергии, роль которой играет 
центробежная энергия (7.7): 
2 2ω
.
2 2
mv m r
W    
На шайбу действует сила трения. Это 
неконсервативная сила и ее работа в 
системе отсчета «диск» равна 
изменению механической энергии в 
процессе движения шайбы. Поэтому 
mg  
na  
N  
N  
||N  
O 
C 
θ 
θ’ 
Рис. 7.13 
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 2 2 20 0 ω 0,10  Дж.
2
m
A W W v v r        
 
 Задача 7.7.  Тонкий однородный стержень массы  m  и длины  l  
вращается с постоянной угловой скоростью  ω  вокруг вертикальной оси, 
проходящей через его точку подвеса О (рис. 7.13). При этом стержень 
описывает коническую поверхность с углом полураствора  θ. Найти угол  θ, а 
также модуль и направление силы реакции оси вращения  N   в точке  О. 
 
 Решение. Рассмотрим систему отсчета К’, вращающуюся вместе со 
стержнем. В этой системе отсчета на стержень действуют не только сила 
тяжести mg  и сила реакции оси  N , но и центробежная сила цбF  (рис. 7.14). В 
системе К’ стержень покоится, следовательно  равна нулю равнодействующая 
этих сил, а также равен нулю результирующий момент этих сил относительно 
любой точки.   
 Относительно точки  О  момент создают только сила тяжести и 
центробежная сила, и модули этих моментов будут равны: 
т цб.M M                                                   (1) 
Момент силы тяжести вычисляется 
просто: 
т sinθ,
2
l
M mg  
а вот для вычисления момента 
центробежной силы нам придется 
заняться интегрированием. Разобьем 
стержень на бесконечно малые элементы 
длиной  dx   и  рассмотрим  один  из  них,  
находящийся  на  расстоянии   х   от точки  
цбdF  dx 
x 
r 
h 
θ 
Рис. 7.14 
mg  
O 
C 
183 
 
 
О (рис. 7.14). Момент силы инерции, действующий на него, можно записать 
так: 
цб цб ,dM dF h  
где h – плечо силы  цбdF , равное  
cosθ,h x  
2 2 2
цб ω ω sinθ ω sinθ.
m
dF dm r dm x dx x
l
    
Таким образом, 
2
2
цб
ω
sinθcosθ ,
m
dM x dx
l
  
2 2 2
2
цб
0
ω ω
sinθcosθ sinθcosθ.
3
lm m l
M x dx
l
                            (2) 
Подставим все в формулу (1) и получим ответ на первый вопрос задачи: 
2
3
сosθ .
2ω
g
l
                                                       (3) 
 
Замечание. При выводе этой формулы мы неявно предполагали, что  θ ≠ 0. Это 
значит, что стержень вращается с определенной угловой скоростью. Но на нее 
при этом накладывается дополнительное условие, связанное с тем, что cosθ 1.  
А это означает, что  
2
3
1,
2ω
g
l
  
то есть 
3
ω .
2
g
l
  
Эту ситуацию мы обсудили в задаче 7.1. 
 Займемся модулем и направлением вектора N . В лабораторной системе 
отсчета К, где стержень вращается с угловой скоростью ω, его центр масс – 
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точка С – движется по горизонтальной окружности радиуса R=(l/2) sinθ 
(рис. 7.13). Уравнение движения для центра масс имеет вид 
,c
dV
m F
dt
  
где cV  – скорость движения центра масс, F  – равнодействующая сил, 
действующих на стержень в системе  К, то есть силы тяжести mg и силы 
реакции оси вращения N . Учтем, что /c ndV dt a  , где na  – нормальное 
(центростремительное) ускорение точки  С , а равнодействующую сил можно 
записать в виде 
  .F mg N mg N N       
Так как центр масс вращается в горизонтальной плоскости, то и нормальное 
ускорение лежит в этой плоскости. А это значит, что F  имеет только 
горизонтальную составляющую. Поэтому сумма сил, стоящих в скобках, равна 
нулю, то есть по модулю эти силы равны:  N║ = mg. Составляющая  N┴  играет 
роль центростремительной силы, следовательно 
2
2 ωω sinθ.
2
n
m l
N ma m R                                          (4) 
Теперь мы можем найти модуль силы  N : 
 
2
2
22 2 ω sinθ .
2
m l
N N N mg
 
     
 
 
Учитывая, что  sin2θ  = 1 – cos2θ , воспользуемся формулой (3) и получим ответ 
2 2
4 2
ω 7
 1 .
2 4ω
m l g
N
l
                                                    (5) 
Нам осталось найти угол θ , который вектор  N   образует с вертикалью. 
Сделать это легко: 
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2
2
2
2
cosθ .
7
ω 1
4 ω
N mg g
N N g
l
l
   
 
  
 
                               (6) 
Интересно, что углы  θ  и  θ   не равны, то есть вектор  N   не совпадает по 
направлению со стержнем. В этом легко убедиться, выразив  cosθ’  через  cosθ . 
Сделаем это так. Преобразуем формулу (3) к виду 
2
2
cosθ
3ω
g
l
  
и произведем соответствующие замены в формуле (6) 
2
4cosθ
cosθ  ,
9 7cos θ
 

 
или 
2
cosθ 4
1
cosθ 9 7cos θ

 

 
Отсюда видно, что  cosθ> cosθ , то есть  θ  < θ, что и показано на рис. 6.13. 
 В заключение заметим, что центробежная сила цбF  проходит не через 
точку С, а ниже. Действительно, Fцб = N┴ и определяется формулой (4), а 
момент центробежной силы  – формулой (2). Из этих формул следует, что 
плечо вектора цбF  относительно точки  О  равно (2l/3)cosθ. 
 
 Задача 7.8. Горизонтальный гладкий диск вращают с постоянной угловой 
скоростью ω вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его 
центр – точку О. Из этой точки в момент t = 0 пустили шайбу массы m со 
скоростью v0 . Найти момент импульса шайбы L(t) относительно точки О в 
системе отсчета, связанной с диском. Убедиться, что момент импульса 
обусловлен действием силы Кориолиса. 
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 Решение. Прежде чем мы начнем решать эту задачу, обратим внимание 
на то, что диск гладкий, то есть трение отсутствует. Это значит, что с точки 
зрения наблюдателя, находящегося 
рядом с диском, шайба будет 
двигаться от центра диска по радиусу 
равномерно и прямолинейно со 
скоростью 0.v  Совершенно по-
другому будет выглядеть движение 
шайбы с точки зрения наблюдателя, 
находящегося на диске (и 
вращающегося вместе с ним). С его 
точки зрения шайба будет удаляться 
от центра диска, двигаясь по спирали. При этом ее скорость v  относительно 
диска будет иметь две составляющие (рис. 7.15): 
0 ,v v v                                                        (1) 
где v  – поперечная составляющая скорости шайбы относительно диска. Она 
равна скорости, с которой вращаются точки диска, находящиеся на расстоянии 
r от точки О, где в данный момент находится шайба. Ее величина равна 
ω ,v r   а в векторном виде ее можно записать так: 
 ω, .v r    
Знак минус в этой формуле появился потому, что относительно точек диска 
шайба движется по часовой стрелке (вектор ее угловой скорости 
противоположен вектору  ω). 
 Ну а теперь приступим к решению задачи. Убедиться в том, что момент 
импульса обусловлен действием силы Кориолиса, можно очень просто. 
Достаточно записать уравнение движения для момента импульса:  
, ,
dL
r F
dt

     
Рис. 7.15 
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где цб kF F F   . 
Тогда 
 цб цб, , , , .k k k
dL
r F F r F r F r F
dt
                 
 
Первый член суммы в правой части обращается в нуль, так как вектора r  и цбF
сонаправлены, а окончательное выражение и есть момент силы Кориолиса kМ , 
действующей на частицу, относительно оси вращения.  
 Займемся вычислением момента импульса шайбы относительно точки О в 
системе отсчета, связанной с диском: 
      2 2, , ω, ω ω ω.L m r v m r r m r r r mr            
В этих преобразованиях мы учли, что  0, 0,r v   так как эти вектора 
сонаправлены, и  ,ω 0r  , так как эти вектора взаимно перпендикулярны. 
 Расстояние r шайбы от точки О изменяется со временем по закону r = v0t , 
поэтому окончательно получаем 
2 2
0 ωL mv t                                                      (2) 
 Чтобы еще раз убедиться в том, что момент импульса обусловлен 
действием силы Кориолиса, посчитаем в явном виде правую и левую части 
равенства (1): 
      , 2 , ,ω 2 ω ωk kM r F m r v m v r rv             
   20 0 02 ω 2 ω 2 ω.m r v v m rv mv t        
Проводя эти расчеты, мы учли, что   0rv  , так как эти вектора взаимно 
перпендикулярны, и  0 0rv rv , поскольку эти вектора сонаправлены. И, 
наконец, взяв производную по времени от момента импульса (2), получим 
2
02 ω k
dL
mv t M
dt
    
Что, в общем, и так было понятно.  
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Часть 2. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ МЕХАНИКА 
 Специальная теория относительности, созданная А.Эйнштейном в 1905 г., 
означала пересмотр всех представлений классической механики и главным 
образом представлений о пространстве и времени. Поэтому данная теория по 
своему основному содержанию может быть названа физическим учением о 
пространстве и времени. Физическим потому, что свойства пространства и 
времени в этой теории рассматриваются в теснейшей связи с законами 
совершающихся в них физических явлений. Термин «специальная» 
подчеркивает то обстоятельство, что эта теория рассматривает явления только  
в инерциальных системах отсчета. 
 
Глава 8. КИНЕМАТИКА СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 
Многообразие  физических  явлений  приводит  к  необходимости  в  
каждом конкретном  случае  подбирать  систему  координат, наиболее  удобную  
для  решения данной задачи, а также переходить от одной системы отсчета к 
другой. При таких переходах изменяются координаты частиц, компоненты их 
скоростей и другие параметры, характеризующие рассматриваемую задачу, 
поэтому нужно уметь выражать величины, заданные в одной системе отсчета, 
через соответствующие величины в другой системе отсчета. 
 
§8.1. Первый закон Ньютона. Принцип относительности Галилея  
Рассмотрим тело, не взаимодействующее с другими телами. Такое тело 
называется свободным. Для свободных тел справедлив первый закон Ньютона, 
являющийся обобщением всех известных в настоящее время опытных фактов. 
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Он утверждает, что существуют системы отсчета, относительно 
которых свободные тела движутся равномерно  и прямолинейно или покоятся. 
Такие системы отсчета называются инерциальными (ИСО). 
 Опыт показывает, что и сами инерциальные системы могут быть связаны 
со свободными телами. Так, естественными инерциальными системами отсчета 
являются системы, связанные со звездами и, в частности, с Солнцем. В 
практических задачах более рациональной является система отсчета, связанная 
с Землей, однако в этой системе существуют отклонения от инерциальности, 
которые поддаются обнаружению при помощи тонких физических опытов и 
обусловлены вращением Земли вокруг своей оси.  
Инерциальные системы отсчета являются выделенными по сравнению с 
другими , неинерциальными системами. Это обстоятельство  связано с одним из 
фундаментальных свойств природы, которое выражается принципом 
относительности, который гласит, что все инерциальные системы отсчета 
физически эквивалентны друг другу.         
Впервые это утверждение было высказано Галилеем применительно к 
механическим явлениям и носит название принципа относительности 
Галилея: все механические процессы и явления протекают одинаково в 
различных инерциальных системах отсчета. 
В подтверждение этому можно привести простой пример: внутри каюты 
корабля, плывущего по морю без качки равномерно и прямолинейно, все 
механические процессы и явления происходят так же, как и на берегу. 
Отсюда, кстати, следует, что и все законы механики имеют одинаковый вид  в 
различных инерциальных системах отсчета.     
В дальнейшем мы обсудим принцип относительности более подробно. 
 
                                                             
 

  Связанные с этими вращениями ускорения примерно на три порядка меньше ускорения 
свободного падения и чаще всего ими можно пренебречь. 
190 
 
 
§8.2. Преобразования Галилея  
Сопоставим описания движения частицы A в системах К и К’, считая, что 
система К’ движется относительно системы К с постоянной скоростью V
(рис. 8.1).Систему К в этом случае будем считать покоящейся и назовем 
лабораторной системой отсчета. Для простоты выберем оси координат так, 
как это показано на рис. 8.1, а отсчет времени начнем с того момента, когда 
начала координат О и О’ совпадали. Из опытных фактов следует, что с 
точностью до  V c/ 2 , где c = 3 108 м/с – скорость света, темп хода часов не 
меняется при переходе в движущуюся систему отсчета. Поскольку для всех 
объектов, размеры которых намного превышают атомные,  V c/
2
<< 1, то 
можно утверждать, что в системах К и К’ время течет одинаково. В частности,  
если часы в системах К и К’ синхронизовать в тот момент, когда начала 
координат О и О’ совместились, то и в дальнейшем показания часов будут 
совпадать. Это означает,  что  течение  времени  в  различных  системах 
отсчета, движущихся друг относительно друга  со скоростями V << с  носит 
абсолютный характер: 
                                                                 t t  .                                                  (8.1)  
 
Рис. 8.1 
t t’ 
x 
y 
z 
K 
V  
x’ 
y’ 
z’ 
K’ 
A 
O
ˊ 
O’ 
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Отметим , кстати , что  скорость  V , удовлетворяющая   условию   V << с  ,  
называется нерелятивистской скоростью. 
Теперь выясним вид преобразований, связывающих пространственные 
координаты систем К и К’. Пусть в момент времени t, определенный по часам 
системы К, в точке с координатами x, y и z произошло некоторое событие. 
Наблюдатель, связанный с системой К’, зафиксирует это событие по своим 
часам в момент t t' ,однако координаты этого  события  в  системе К’  будут  
иными, нежели  в системе К. Как  видно  из рис. 2.1 , 
              
,
,
.
x x Vt
y y
z z
  
 
 
                                                 (8.2)  
С учетом (2.1) соотношения (2.2) называются преобразованиями Галилея.  
Напротив, формулы                                           
        
,
,
,
t t
x x Vt
y y
z z

  


                                         (8.3) 
описывают обратные преобразования Галилея, которые позволяют выразить 
координаты события, происшедшего в системе К’ через координаты в 
лабораторной системе отсчета К. Итак, преобразования Галилея выражают 
нерелятивистские представления о пространстве и времени. 
 
§8.3. Следствия из преобразований Галилея  
Помимо абсолютного течения времени, важными следствиями 
преобразований Галилея являются также следующие.  
1. Преобразования Галилея оставляют неизменными расстояния между 
двумя точками. Это свойство выражает тот опытный факт, что в 
нерелятивистской области размеры тел не зависят  от их движения. 
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В самом деле, пусть в одно и то же время t в системе отсчета К 
зафиксированы  два  события  в  точках  с  координатами   ( , , )x y z1 1 1  и 
 2 2 2, , .x y z  Расстояние между ними в этой системе будет равно 
         
2 2 2
12 1 2 1 2 1 2 .l x x y y z z                               (8.4) 
Вследствие абсолютного характера течения времени эти же два события 
произойдут одновременно и с точки зрения наблюдателя в системе К’ : 𝑡ˊ = 𝑡. 
2. При этом в системе К’ указанные события произойдут в точках, координаты 
которых можно определить при помощи преобразований Галилея (8.2) : 
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
, , ,
, , ,
x x Vt y y z z
x x Vt y y z z
     
     
 
и тогда расстояние между этими точками в системе К’ составит величину                                        
     
     
2 2 2
12 1 2 1 2 1 2
2 2 2
1 2 1 2 1 2 12.
l x x y y z z
x Vt x Vt y y z z l
            
        
 
2.  Преобразования Галилея позволяют получить классический   
(нерелятивистский ) закон сложения скоростей.                                                                                                                           
           Пусть в системе отсчета К частица движется со скоростью  , ,x y zv v v v . 
Найдем ее скорость 

v '   в системе К’ ,движущейся с постоянной скоростью 
 ,0,0V V  относительно системы К .С учетом преобразований Галилея 
  ,
,
,
x x
y y
z z
dx d
v x Vt v V
dt dt
dy dy
v v
dt dt
dz dz
v v
dt dt

     


   


   

 
откуда следует классический ( нерелятивистский ) закон сложения скоростей :  
.v v V                                                        (8.5) 
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3. Из преобразований Галилея следует, что ускорение частицы одинаково 
во всех инерциальных системах отсчета и в этом смысле носит абсолютный 
характер. Действительно, пусть частица движется относительно системы К с 
ускорением a . В системе К’, движущейся относительно системы К с 
постоянной скоростью 

V ,ее ускорение будет равно  
  ,dv d dva v V a
dt dt dt

     

                                    (8.6) 
так как / 0.dV dt   
 
§8.4 . Постулаты теории относительности  
 Представления классической механики вполне соответствовали всей 
совокупности экспериментальных данных, имевшихся в то время (впрочем, все 
эти данные относились к изучению движения тел со скоростями, значительно 
меньше скорости света). В их пользу говорило и успешное развитие самой 
механики. Поэтому представления о свойствах пространства и времени 
считались настолько фундаментальными, что никаких сомнений в их 
истинности не возникало. 
 Первому испытанию подвергся принцип относительности Галилея, 
который, как известно, касался только механики – единственного раздела 
физики, достигшего к тому времени достаточного развития. По мере развития 
других разделов физики, в частности оптики и электродинамики, возник 
естественный вопрос: распространяется ли принцип относительности и на 
другие явления? Если нет, то с помощью этих (немеханических) явлений можно 
различить инерциальные системы отсчета и в свою очередь поставить вопрос о 
существовании главной, или абсолютной, системы отсчета. 
 Одно из таких явлений, которое, как ожидали, по-разному протекает в 
различных системах отсчета,  – это распространение света. Согласно 
господствовавшей в то время волновой теории, световые волны должны 
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распространяться с определенной скоростью по отношению к гипотетической 
среде («светоносному эфиру»), о природе которой, правда, не было единого 
мнения. Но какова бы ни была природа этой среды, она не может, конечно, 
покоиться во всех инерциальных системах сразу. Тем самым выделяется одна 
из инерциальных систем – абсолютная – та самая, которая неподвижна 
относительно «светоносного эфира». Полагали, что в этой – и только в этой – 
системе отсчета свет распространяется с одинаковой скоростью  с  по всем 
направлениям. Если некоторая ИСО движется по отношению к эфиру со 
скоростью  V , то в этой системе отсчета скорость света  c   должна 
подчиняться обычному закону сложения скоростей (1.5), то есть  –c c V  . Это 
предположение оказалось возможным проверить на опыте, который и был 
осуществлен Майкельсоном и Морли. 
 Результат опыта оказался отрицательным. Более точные опыты того же 
рода, поставленные позже, привели к тем же результатам. Они противоречили 
тому, что ожидалось на основании преобразований Галилея (преобразования 
скоростей). Эти опыты показали также, что нельзя обнаружить движение 
относительно эфира, что скорость света не зависит от движения источника 
света. В пользу этого говорят и некоторые астрономические наблюдения, 
например, над двойными звездами. 
 К началу ХХ столетия в теоретической и экспериментальной физике 
сложилась своеобразная ситуация. С одной стороны, теоретически были 
предсказаны различные эффекты, выделяющие из множества инерциальных 
систем главную (абсолютную). С другой стороны, настойчивые попытки 
обнаружить эти эффекты на опыте неизменно заканчивались неудачей. Опыты 
подтверждали справедливость принципа относительности для всех явлений, 
включая и те, к которым теория считала его заведомо неприемлемым. 
 Был сделан ряд попыток объяснения отрицательного результата опыта 
Майкельсона и аналогичных ему в рамках классической механики, однако все 
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они все они оказались в конечном счете неудовлетворительными. 
Кардинальное решение этой проблемы было дано лишь в теории 
относительности Эйнштейна. 
  Анализ всего экспериментального и теоретического материала, 
имеющегося к началу 20-го столетия, привел Эйнштейна к пересмотру 
исходных представлений классической физики. В результате им была создана 
специальная теория относительности (СТО), в основе которой лежат два 
постулата ( принципа )  : 
1) принцип относительности ;  
2) независимость скорости света от скорости источника. 
Первый постулат представляет собой обобщение принципа 
относительности Галилея на любые физические процессы: все физические 
явления протекают одинаковым образом в различных инерциальных системах 
отсчета; все законы природы и уравнения, их описывающие, инвариантны то 
есть не меняются, при  переходе от одной инерциальной системы отсчета к 
другой. Другими словами, все инерциальные системы отсчета неразличимы по 
своим физическим свойствам, и никакими опытами нельзя в принципе выделить 
ни одну из них как предпочтительную. 
Второй постулат утверждает, что скорость света в вакууме не зависит 
от движения источника света и одинакова во всех  направлениях. Это значит, 
что скорость света в вакууме одинакова во всех инерциальных системах 
отсчета. 
В заключение отметим, что оба постулата Эйнштейна и все следствия из 
них подтверждаются всей совокупностью накопленного к настоящему времени 
экспериментального материала. 
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§8.5. Преобразования Лоренца  
Теперь нам предстоит решить вопрос о формулах, связывающих 
координаты и моменты времени одного и того же события в различных 
инерциальных системах отсчета, учитывающих постулаты Эйнштейна и 
переходящих в преобразования Галилея в случае малых скоростей. 
Прежде всего отметим, что поперечные размеры движущегося тела 
совпадают с соответствующими размерами покоящегося тела. 
 В качестве доказательства этого утверждения рассмотрим два 
одинаковых соосно-расположенных кольца (1 и 2, рис. 8.2). Пусть первое 
кольцо покоится, а второе начинает двигаться вдоль оси навстречу первому. 
Если размер движущегося кольца  стал  меньше  покоящегося , то  второе  
кольцо  пройдет  внутри первого. Но тогда в системе покоя второго кольца, 
наоборот,  первое  кольцо  пройдет  внутри  второго.  Согласно  принципу  
 
   
 
 
 
                               2                                                            1 
                                                             Рис. 8.2 
относительности факт нахождения  одного кольца внутри другого не может 
зависеть от выбора системы координат  ( кольца , например, могут поцарапать 
друг друга). Это противоречие доказывает, что поперечный размер колец не 
может изменяться в зависимости от того, движутся кольца или покоятся. 
Рассмотрим  теперь  инерциальные системы  К  и  К’  (рис. 8.3)  и будем 
считать,  что   К’-система движется относительно ́системы К в направлении оси
X со скоростью  V . 
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Пусть в точке А происходит какое-то событие. В системе К оно 
характеризуется значениями координат и времени ;,,, tzyx  в системе К’ – x’, y’, 
z’, t’. Найдем формулы, связывающие нештрихованные значения со 
штрихованными. Из описанного выше мысленного эксперимента с кольцами 
следует, что       
                                                      y = y ́                                                          
                                                             z = ź                                                           
и не зависят от величин , , , .x x t t  В свою очередь это означает, что и переменные 
, , ,x x t t   не зависят от координат , , ,y y z z   и, следовательно, величины x  и ,t
заданные в системе К, линейно связаны лишь с переменными x  и t , 
определенными в системе  К’.  
Из рис. 8.3  следует, что точка О имеет координату x  0  в системе  К  и 
x Vt    в системе К’. Следовательно, выражение x Vt   должно обращаться в 
нуль одновременно с координатой x (когда x Vt   равно нулю, x Vt   ) . Для  
этого необходимо, чтобы линейное преобразование имело вид 
                                                      α ,x x Vt                                            (8.7)     
где α– некоторый коэффициент, значение которого еще предстоит определить. 
В свою очередь точка  О’ (рис. 8.3)  имеет координату 0x  в системе  
К’ и x Vt  в системе К. Следовательно выражение x Vt  должно обращаться в 
Рис. 8.3 
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y’
ˊ 
z’ 
𝐾 ́ 
A 
O
ˊ 
O’ 
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нуль одновременно с координатой x  (когда x Vt  равно нулю, x Vt  ). Для 
этого нужно,  чтобы выполнялось соотношение  
                                                     α .x x Vt                                              (8.8) 
В силу равноправия систем  К  и  К’ коэффициенты α  и αдолжны быть равны. 
Начнем отсчет времени в обеих системах с того момента, когда начала 
координат О и О’ совпадают. Предположим, что в момент времени  0t t   в 
направлении осей x  и x  посылается световой сигнал. Согласно второму 
постулату Эйнштейна скорости света в системах  К  и  К’ одинаковы, и поэтому 
положение фронта световой волны в системе К будет определяться формулой 
                                                             x ct ,                                                 
а в системе К’ – выражением 
x ct  . 
Подставим эти значения x и x  в формулы (1.7) и (1.8): 
   α α 1 /ct ct Vt c V c t      , 
   α α 1 /ct ct Vt c V c t     . 
Перемножив эти соотношения, получим 
  2 2 2α 1 / 1 /c tt c V c V c tt     
или 
                                                     2 2 21 α 1 /V c  , 
откуда 
                                             
2 2
1
α
1 /V c


.                                              (8.9) 
 Подставляя выражение (1.9) в формулы (1.7) , (1.8) , получим 
                                               
2 21 /
x Vt
x
V c
 


,                                         (8.10) 
      
21 /
x Vt
x
V c

 

.                                              (8.11) 
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Чтобы найти формулы преобразования времени, подставим  (8.10) в 
(8.11) и умножим обе части этого выражения на 2 21 /V c :  
2 2
2 2
1 /
1 /
x Vt
V c x Vt
V c
 
  

, 
 2 2 2 21 / 1 /V c x x Vt Vt V c        , 
2
2 2
2
1 /
V
Vt V c Vt x
c
     , 
                                                        
2
2 21 /
V
t x
ct
V c
 


.                                  
Подставляя (8.11) в (8.10)  и проводя аналогичные преобразования, приходим к 
соотношению      
                                                     
2
2 21 /
V
t x
ct
V c

 

.                                    
Выпишем полученные формулы, разделив их на две группы : 
                            
2 21 /
x Vt
x
V c

 

,            
2 21 /
x Vt
x
V c
 


 ,                                     
                                         y y   ,                          y y  ,                               (8.12)                                                                      
z z   ,                      z z  , 
2
2 21 /
V
t x
ct
V c

 

,             
2
2 21 /
V
t x
ct
V c
 


. 
Эти соотношения называются прямыми и обратными преобразованиями 
Лоренца. Прямые преобразования расположены в левой колонке (8.12) и 
позволяют выразить величины в системе К’ через величины, заданные в  
системе К . Обратные преобразования приведены в правой колонке (8.12). 
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Отметим, что переход от прямых преобразований  к   обратным   и   наоборот  
легко  осуществить,  произведя  замену  V   на  V . 
Видим, что при V c  преобразования Лоренца переходят в 
преобразования Галилея (см. (8.2)). При  V c   выражения для  ,  ,  ,  x x t t   в 
формулах  (8.12) становятся  мнимыми. В этом проявляется то обстоятельство, 
что движение со скоростями,  превышающими скорость света в вакууме, 
невозможно,  однако этот вопрос будет в дальнейшем обсужден более 
подробно. 
 
§8.6. Сложение скоростей в теории относительности  
Пусть в системе отсчета К частица имеет скорость  , , ,x y zv v v v  
 где                                          , ,x y z
dx dy dz
v v v
dt dt dt
   .                                
Определим компоненты скорости этой частицы  , ,x y zv v v v     в системе К’, 
движущейся со скоростью V  относительно системы К вдоль оси x  (рис.8.3). 
Для компоненты xv  имеем      
                                                           x
dx
v
dt

 

.                                                  (8.13)                                     
Используя формулы (8.12), найдем дифференциалы 
2 21 /
dx Vdt
dx
V c

 

, 
     
2
2 21 /
V
dt dx
cdt
V c

 

                                         (8.14)       
и подставим их в формулу (8.13) : 
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2 2 2
1 1
x
x
x
dx
V
v Vdx Vdt dtv
V V dx Vv
dt dx
dtc c c


   
  
.                   (8.15) 
Аналогично получим соотношения для  y-й и  z-й  компонент скорости  v : 
  
2 22 2 2 2
2 22
1 /1 / 1 /
11
y
y
xx
v V cdy dy V c dy V c
v
V VvVvdt
dt dx dt
c cc
  
    
    
 
,         (8.16) 
2 2
2
1 /
1
z
z
x
dz v V c
v
Vvdt
c
 
  


. 
Формулы (8.14) – (8.15) выражают релятивистский закон сложения скоростей. 
Формулы обратного преобразования согласно принципу относительности 
получаются, как обычно, заменой штрихованных величин на нештрихованные 
(и наоборот) и скорости  V  на  V : 
                                           
2
1
x
x
v
v V
v
Vv
c
 



,                                                  (8.17) 
                                       
2 2
2
1 /
1
y
y
x
v V c
v
Vv
c
 


,                                         (8.18)    
2 2
2
1 /
1
z
z
x
v V c
v
Vv
c
 


. 
Проанализируем полученные выражения. 
1. В пределе v V c,   формулы (8.14)-(8.15) переходят в соотношения 
                                                              
,
,
,
x x
y y
z z
v v V
v v
v v
  
 
 
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которые следуют из преобразований Галилея и являются выражением 
нерелятивистских представлений о пространстве и времени. 
2. В частном случае 0xv   (в К-системе отсчета частица движется в 
направлении,  перпендикулярном оси x)  
              
2 2
2 2
,
1 / ,
1 / .
x
y y
z z
v V
v v V c
v v V c
  
  
  
                                                (8.19) 
Из формулы (8.16) следует, что сложение скоростей никогда не приводит к 
скоростям,  большим   скорости   света .  Действительно ,  пусть  в  системе  
К’, движущейся относительно системы К, в направлении оси x'
распространяется световая волна : .xv c   Найдем скорость распространения 
этой волны относительно К -системы:  
2
.
1
x
c V
v c
Vc
c

 

 
Этот результат вполне естественен, потому что сами формулы преобразований 
получены в конечном счете из требования постоянства скорости света. 
§8.7. Преобразование ускорений в теории относительности  
Как известно,  в классической (нерелятивистской) механике ускорение, с 
которым  движется  частица,  одинаково в  различных инерциальных системах 
отсчета (см. (1.6)). Рассмотрим  релятивистское преобразование ускорений при 
переходе из одной инерциальной системы отсчета  в  другую.  Ограничимся  
важным  частным  случаем , когда  частица  движется  с  ускорением вдоль оси 
х системы  К : 
   ,0,0 ,  ,0,0 ,  /  .x x x xv v a a a dv dt    
 Найдем ускорение этой частицы в системе К’, движущейся со скоростью 
V относительно К -системы:  
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2
.
1
x x
x
x
dv v Vd dt
a
Vvdt dt dt
c
 
  
    
  
 
 
Проводя дифференцирование выражения, стоящего в круглых скобках, а также 
используя соотношение (1.14), получим 
          
 
     
2 22 2
2
2
2
1/2 3/2
2 2 2 2 2 2
2 3
2
2 2
1
1 /
1
1 / 1 / 1 /
.
11 1
x
x x x
x
x
x
x
x
x x
Vv V
a v V a
dt V cc c
a
VVv dt dx
cc
a V c V c V c
a
VvVv Vv
cc c
 
        
   
 
  
  
       
   
       (8.20) 
Видим, что в общем случае x xa a  ,и лишь в пределе V<<c  .x xa a            
           
§8.8 . Кинематические эффекты теории относительности  
1. Лоренцево сокращение длины. Рассмотрим стержень, движущийся 
относительно системы  К  в направлении оси x  со  скоростью V , и свяжем с 
ним систему К’. Пусть координаты концов стержня в этой системе отсчета 
равны 1xи 2x . Тогда длина стержня в системе К’ определится как  
                                                    0 2 1l x x   .                                             (8.21) 
Эта длина называется собственной длиной стержня. 
Длину стержня в лабораторной системе отсчета К определим как 
расстояние  lмежду координатами его концов 1x  и 2x , определенными в один и 
тот же момент времени по часам в системе К  ( 1 2t t ). 
Воспользовавшись формулой (8.12), запишем 
2 1
0 2 1
2 2 2 21 / 1 /
x x l
l x x
V c V c

    
 
, 
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откуда 
  2 20 1 /l l V c  .                                           (8.22) 
Таким образом, длина движущегося стержня l оказывается меньше его 
собственной длины l0, и в разных инерциальных системах отсчета она будет 
своей. Этот эффект называется лоренцевым сокращением длины.  
 
2. Относительность одновременности событий. Пусть в К -системе 
отсчета в точках с координатами 1x  и 2x  в моменты времени 1t и 2t произошли 
два события. Интервал времени, разделяющий эти события в системе К, равен 
2 1t t t   . 
Найдем интервал времени между этими событиями в системе К’, движущейся 
относительно системы К со скоростью V вдоль оси x . Согласно формуле (8.12) 
       
   2 1 2 12
2 1
2 21 /
V
t t x x
ct t t
V c
  
     

.                          (8.23)  
Видим, что события, одновременные в К-системе ( t t1 2 ) ,оказываются не 
одновременными в К’ -системе отсчета ( 1 2t t  ) . Исключением является случай, 
когда оба события происходят одновременно в системе К и имеют одинаковые 
значения координаты x  (при этом их координаты y и z могут быть различны). 
Таким образом, одновременность – понятие относительное. То, что 
одновременно в одной системе отсчета, может быть неодновременным в 
другой. Говоря об одновременности событий, необходимо указывать систему 
отсчета, относительно которой одновременность имеет место. В противном 
случае понятие одновременности теряет смысл. 
 
3. Принцип причинности и предельная скорость передачи 
взаимодействия. Пусть в системе отсчета К в точке с координатой x1 в момент 
времени 1t  произошло событие, послужившее причиной второго события 
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(следствия), произошедшего в точке с координатой 2x  в момент времени 2t  
(ясно, что 2t > 1t ). Определим скорость передачи взаимодействия, как 
                                   2 1
2 1
*
x x
v
t t



                                               (8.24) 
и найдем интервал времени, разделяющий эти события в движущейся системе 
К’, используя соотношение (8.23): 
       
2 1
2 2
2 1
2 1 2 1 2 1
2 2
2 2
1 1 *
.
1 1
V x x V
v
t tc ct t t t t t t
V V
c c

 

        
 
              (8.25)   
Воспользуемся одним из наиболее фундаментальных принципов физики 
– принципом причинности ,который можно сформулировать так : причинная 
связь событий носит абсолютный характер ,т.е. не существует систем 
отсчета ,в которых причина и следствие поменялись бы местами. В 
соответствии с этим принципом в любой системе К’ t > O и, следовательно, 
числитель формулы (1.25) должен быть неотрицательным : 
2
1 * 0
V
v
c
  ,
2
* *
1, 1.
Vv V v
c cc
   
Эти неравенства должны выполняться при различных значениях скорости V
,которая может быть любой, включая V c , а это значит, что v c* /  1 и v c* .
Таким образом принцип причинности накладывает ограничение на скорость 
передачи взаимодействия: она не может превышать скорость света в 
вакууме. 
 
 4. Интервал. Одной из задач, которые ставит теория относительности, 
является нахождение таких величин (и законов), которые не зависели бы от 
выбора инерциальной системы отсчета (были бы инвариантны относительно 
преобразований Лоренца). Такой величиной является, например, скорость 
распространения света в вакууме, а также равная ей предельная скорость 
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передачи взаимодействия. Существует еще одна весьма важная инвариантная 
величина, которая называется интервал. 
         Пусть в системе отсчета К в моменты времени 1t  и 2t  в точках с 
координатами ( 1 1 1, ,x y z  ) и ( 2 2 2, ,x y z  ) произошли два события. По определению, 
интервалом между этими событиями называется величина 
                 
2 2 2 22
12 2 1 2 1 2 1 2 1s c t t x x y y z z        .                       (8.26) 
В системе К’ эти события характеризуются пространственно-временными 
координатами ( 1 1, ,x y  1 1,z t ) и ( 2 2 2 2, , ,x y z t    ) и интервал между ними будет равен  
          
2 2 2 22
12 2 1 2 1 2 1 2 1s c t t x x y y z z                .              (8.27)  
Преобразуем это выражение с использованием формул Лоренца (8.12) :  
 2 1 2 12
2 1
2 2
,
1 /
V
t t x x
ct t
V c
  
  

 
 2 1 2 1
2 1
2 21 /
x x V t t
x x
V c
  
  

 , 
2 1 2 1y y y y    , 
2 1 2 1z z z z     
и увидим, что 
       
2 2 2 22
12 2 1 2 1 2 1 2 1s c t t x x y y z z                  
=        
2 2 2 22
2 1 2 1 2 1 2 1 12c t t x x y y z z s        . 
Мы доказали очень важное свойство интервала – его инвариантность 
относительно преобразований Лоренца. Это означает, что величина интервала 
между двумя событиями одинакова в различных инерциальных системах 
отсчета. 
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Введем обозначения      
2 2 22
2 1 2 1 2 1 2 1,t t t l x x y y z z          и запишем 
формулу (8.26) в виде 
      2 2 2 212s c t l   .                                        (8.28) 
Если 2 2 2,l c t   то эти два события могут быть связаны причинно-
следственной связью. В этом случае 212 0s   и интервал называется 
временеподобным. Напротив, если 
2 2 2,l c t   то события не могут быть 
связаны причинно-следственной связью ни в одной системе отсчета. Такой 
интервал называется пространственно-подобным. 
Рассмотрим важный частный случай, когда два события происходят в 
одной и той же точке пространства в различные моменты времени. Например, 
процесс рождения и распада нестабильной частицы в системе отсчета, 
связанной с этой частицей. В этом случае  
12 2 1 0( ) τ ,s c t t c    
где 0 2 1τ t t  называется собственным временем (в нашем примере –
собственным временем жизни частицы ).                  
Из этого равенства следует, что собственное время 
                                               0 12τ /s c                                                    (8.29) 
также является инвариантом относительно преобразований Лоренца. Это, 
впрочем, вполне естественно, так как собственное время определяется по 
показаниям часов конкретной системы отсчета и не имеет значения, в какой 
системе эти показания считывать.  
 
5. Длительность процессов. Пусть в точке с координатой x  К’-системы  
отсчета протекает некоторый процесс, длительность которого в этой системе 
0 2 1τ t t    (собственное время процесса). Найдем длительность этого процесса 
2 1τ t t   в лабораторной системе отсчета К, относительно которой движется 
система К’, для чего воспользуемся формулой (8.12) :  
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τ ,
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V V
c c
 
   
 
 
откуда 
         
2
0 2τ τ 1 .
V
c
                                            (8.30)                       
Видим, что длительность одного и того же процесса различна в разных 
инерциальных системах отсчета. Как следует из формулы (8.14), 0τ τ , т. е. 
темп хода движущихся часов замедлен относительно неподвижных.  
 
 6. Экспериментальное подтверждение замедления времени. В 
настоящее время известно достаточно много экспериментальных 
подтверждений замедления времени. Исторически одно из первых было 
получено при исследовании нестабильных элементарных частиц , относящихся 
к классу мезонов. 
Так, пи-мезоны  распадаются на  мю-мезоны  и  нейтрино по схеме 
                                                         π μ ν.      
Через некоторый промежуток времени мю-мезон распадается на позитрон и два 
нейтрино: 
                                                         μ 2ν.e     
 Существуют различные способы регистрации заряженных частиц, 
позволяющие независимо определять как путь, который прошла частица от 
момента рождения до момента распада, так и ее скорость. Это дает 
возможность вычислить время жизни частицы: 
                                                              τ / .l v  
Опыты показали, что время жизни мю-мезона, определенное таким образом, 
зависит от его скорости по закону 
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где τ – время жизни µ-мезона, движущегося со скоростью v , в лабораторной 
системе отсчета, τ0 – собственное время жизни µ-мезона, равное примерно 2 
микросекундам. 
Замедление времени играет важную роль при работе на современных 
ускорителях, где часто приходится направлять частицы от источника их 
получения к далеко отстоящей мишени. Если бы не было эффекта замедления 
времени, то это было бы невозможно, потому что время прохождения этих 
расстояний зачастую в десятки и сотни раз больше собственного времени 
жизни этих частиц. Например, собственное время жизни  π+-мезонов, о которых 
мы уже говорили, равно приблизительно 2,5·10-8 с. За это время, даже двигаясь 
со скоростью света,  π+-мезон может пройти расстояние 7,5 м. Между тем 
мишени для  π+-мезонов часто располагаются от их источника в нескольких 
десятках метров и  π+-мезоны благополучно их достигают. 
В 1972 г. был поставлен эксперимент по фиксации замедления времени с 
помощью атомных часов, позволяющих с большой точностью измерять время. 
Идея опыта состояла в следующем. Берутся трое одинаковых атомных часов. 
Одни остаются на месте, а двое других отправляются в кругосветное 
путешествие на самолете в западном и восточном направлениях. После 
возвращения в исходную точку показания часов сравниваются. 
Рассмотрим ход всех часов в системе координат, связанной с центром 
Земли. Эта система отсчета инерциальная, и в ней можно воспользоваться 
выведенными формулами для замедления времени. Будем считать для 
простоты, что кругосветное путешествие совершается по определенной широте. 
Обозначим через v линейную скорость точек поверхности Земли на 
рассматриваемой широте, а через  u’ – скорость самолета относительно 
поверхности Земли на рассматриваемой широте. Так как Земля вращается с 
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запада на восток, то скорость часов, движущихся в западном направлении, 
относительно неподвижной системы координат будет  v – u’ , а скорость часов, 
движущихся на восток, равна  v + u’. заметим, что неподвижной системе 
отсчета все часы движутся в одном направлении (так как  v > u’), но с разными 
скоростями. Часы, находящиеся на поверхности Земли, движутся относительно 
покоящейся системы отсчета со скоростью  v . Часы, движущиеся в западном 
направлении, имеют меньшую скорость относительно покоящейся системы 
отсчета, поэтому они опережают часы, находящиеся на Земле. С другой 
стороны, движущиеся на восток часы будут отставать от часов на поверхности. 
Таким образом, после возвращения в исходную точку все эти часы будут 
показывать разное время. Используя формулу (1.30), нетрудно посчитать 
ожидаемую разницу в показаниях часов. Однако эта разница не единственная, 
которую зафиксируют часы. Дело в том, что на темп хода часов, как это следует 
из общей теории относительности, оказывает влияние поле тяготения. Оно 
замедляет темп хода часов, и тем больше, чем оно сильнее. Часы, находящиеся 
на поверхности Земли, также замедляются полем тяготения. Часы, поднятые на 
самолете на некоторую высоту, находятся в более слабом поле тяготения и 
замедляются меньше. Поэтому они идут более быстро, чем на поверхности 
Земли. Эта разница в ходе часов имеет тот же порядок величины, что и разница 
в ходе часов за счет различия в скоростях, и ее надо учесть. Расчеты, 
проведенные с учетом всех этих факторов показали, что часы, двигавшиеся на 
запад, должны были уйти вперед на 275 нс, а двигавшиеся на восток – отстать 
на 40 нс относительно часов, оставшихся на Земле. Результат эксперимента 
оказался в хорошем согласии с предсказаниями теории. Кстати, чтобы 
исключить ошибку, ученые брали с собой в полет несколько часов.  
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Задачи к главе 8  
 Задача 8.1. Две релятивистских частицы движутся под прямым углом 
друг к другу в лабораторной системе отсчета со скоростями v1 и  v2. Найти их 
относительную скорость. 
 
 Решение. Относительной называется скорость, с которой одна частица 
движется относительно другой. Пусть первая частица движется в системе 
отсчета К вдоль оси х:  v1x = v1, v1y = 0. Тогда для второй частицы v2x = 0, v2y = v2. 
Свяжем с первой частицей систему К´ (ее скорость относительно системы К  
V = v1). В этой системе отсчета первая частица покоится, следовательно, 
скорость второй частицы в системе К´ и будет равна относительной скорости. 
Применяя соотношения (1.17) и (1.18), получим 
2
1
2 1 2 2 2,   1 ,x y
v
v v v v
c
       
2
2 2 2 2 1
2 2 2 1 2 21 .x y
v
v v v v v
c
 
       
 
 
Рассмотрим в качестве конкретного примера случай, когда v1 = v2 = c : 2v = c. 
В этой задаче можно задать еще один вопрос: какова скорость сближения 
этих частиц? И ответ будет таков: 2 2сбл 1 2 .v v v   И если v1 = v2 = c, то 
сбл 2v c , и в этом нет никакого противоречия с положениями теории 
относительности. Ведь там говорится о том, что скорость света – это 
предельная скорость движения материальных объектов, а скорость сближения – 
это просто скорость сближения.   
 
 Задача 8.2. Два стержня одинаковой собственной длины l0 движутся в 
продольном направлении навстречу друг другу параллельно общей оси с одной 
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и той же скоростью v относительно лабораторной системы отсчета. Чему равна 
длина одного стержня в системе отсчета, связанной с другим? 
 
 Решение. Прежде всего вспомним, что собственной называется длина l0 
стержня в системе отсчета, относительно которой стержень покоится. Его 
длина l  в системе отсчета, относительно которой он движется, будет меньше, и 
будет определяться  формулой (1.22) 
2
1
0 21 .
v
l l
c
   
Для того, чтобы найти длину одного стержня в системе отсчета, 
связанной с другим, необходимо знать скорость этого стержня относительно 
второго. По сути задача свелась к предыдущей. Свяжем систему К´ со 
стержнем, движущимся вдоль оси х. Ее скорость V = v. Скорость второго 
стержня в лабораторной системе отчета v2x = –v , поэтому его скорость v2  ´ в 
системе К´ будет равна (см. (1.17)) 
2
2 2
2
2 2
2
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1 1
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v V v
v
Vv v
c c
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Подставим  это выражение в формулу (1.22) и получим ответ: 
 
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 Задача 8.3. Две нестабильных частицы движутся в К-системе отсчета по 
некоторой прямой в одном направлении со скоростью v = 0,990 с. Расстояние  
между ними в этой системе отсчета l = 120 м. В некоторый момент обе частицы 
распались одновременно в системе отсчета, связанной с ними. Какой 
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промежуток времени между моментами распада обеих частиц наблюдали в К-
системе? Какая частица распалась позже в К-системе? 
 
 Решение. Уже из формулировки вопросов этой задачи следует, что 
понятие одновременности событий в релятивистской механике не является 
абсолютным – события, одновременные в одной системе отсчета, оказываются 
неодновременными в другой. Этот эффект носит название относительности 
одновременности событий. 
 Найдем промежуток времени между моментами распада обеих частиц в 
К-системе, используя обратные преобразования Лоренца (5.12): 
   2 2 1 1 2 1 2 12 2 2
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Учитывая, что  V =v ,  2 1t t     и   2 1 0
2
21
l
x x l
c
   

,                  (1) 
Получаем ответ 
         
2
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2
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c
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                                           (2)                       
Так как Δt > 0 , то вторая частица 
распалась позже в К-системе. 
 
 Задача 8.4. Стержень АВ 
ориентирован параллельно оси х´ 
системы К´-системы отсчета и 
движется в этой системе со 
скоростью v´ вдоль ее оси  у´. К´-
Рис. 8.8 
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система в свою очередь движется со скоростью V относительно К-системы, как 
показано на рис. 8.8. Найти угол θ между стержнем и осью х в К-системе. 
 
Решение. Пусть в некоторый момент концы стержня совпадут с осью х´ в 
К´-системе. Эти два события, одновременные в К´-системе, будут 
неодновременными в  К-системе отсчета,  и,  в  соответствии c формулами (1) и 
(2) предыдущей задачи     
2
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21
Vl
ct
V
c
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
, 
где l – длина стержня в системе К. В системе К´ компоненты скорости стержня 
равны v´x= 0,  v´y=-v´, и согласно закону преобразования скоростей (1.18) 
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Таким образом, за время Δt правый край стержня окажется «ниже» левого на 
Δy = vyΔt и стержень будет повернут по часовой стрелке на угол θ, который 
можно легко определить из соотношения 
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 Задача 8.5. Стержень движется равномерно в продольном направлении 
мимо двух меток А и В, расположенных на расстоянии х друг от друга.  
Сначала в момент t1  напротив метки А оказался передний конец стержня. Затем 
напротив метки  В в моменты t2 и t3  оказались соответственно передний и 
задний концы стержня. Найти его собственную длину.  
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Решение. Скорость стержня относительно лабораторной системы отсчета 
легко найти, если учесть что за время 2 1t t t    передний конец стержня 
переместился от метки А до метки В, то есть на расстояние x: 
2 1
.
x
v
t t


  
Длину стержня l в лабораторной системе отсчета определим исходя из того, что 
передний и задний концы стержня прошли метку В в моменты времени 2t  и 3t : 
                                                   3 23 2
2 1
.
t t
l v t t x
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
   
  
Для того, чтобы найти собственную длину стержня 0l , то есть его длину в 
системе отсчета, относительно которой стержень покоится, воспользуемся 
формулой (8.2): 
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Задача 8.6. На диаграмме пространства-времени (см. рис. 8.9) показаны 
три события А, В и С, которые произошли на оси x некоторой инерциальной 
системы отсчета. Найти: 
а) промежуток времени между событиями А и В в той системе отсчета, где оба 
события произошли в одной точке; 
б) расстояние между точками, где произошли события А и С, в той системе 
отсчета, где они одновременны. 
  
Решение. Пусть диаграмма, изображенная на рисунке, соответствует 
инерциальной системе отсчета К. Найдем интервал, разделяющий события А и 
В в этой системе отсчета: 
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       
2 2 2 22 .AB A B A B A B A BS c t t x x ct ct x x         
Пусть в некоторой системе К’ 
события А и В произошли в одной 
точке. Интервал между ними в этой 
системе отсчета будет равен 
   
2 22 ,AB A B A BS c t t x x         
а поскольку ,A Bx x  то  
 .AB A BS c t t     
Как отмечалось в разделе 8, 
интервал, разделяющий два 
события, одинаков в различных системах отсчета. Поэтому S SAB AB
'   и, 
следовательно, 
   
2 21
.A B A B A Bt t t ct ct x x
c
          
Подстановка числовых значений дает результат 13 нс.t   
 Рассмотрим теперь систему отсчета К’’, в которой события А и С 
произошли одновременно. Интервал, разделяющий эти события в системе К’’, 
равен 
   
2 2
.AC A C A CS c t t x x         
Вследствие инвариантности интервала .AC ACS S   Возведем в квадрат обе части 
этого равенства и, учитывая одновременность событий А и С в системе К’’, 
получим 
     
2 2 2
.A C A C A Cx x ct ct x x        
Таким образом расстояние между событиями  А  и  С  в системе К’’ будет равно 
    422  CACA ctctxxl  м. 
сt, м 
А 
В 
С 
3 
3 
6 
6 
0 
Рис. 8.9 
х, м 
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Задача 8.7. В К-системе отсчета мю-мезон, движущийся со скоростью 
v = 0,990 с, пролетел от места своего рождения до точки распада расстояние 
l = 3,0 км. Определить:  
 а) собственное время жизни этого мезона ; 
 б) расстояние, которое пролетел мезон в К-системе с «его собственной 
точки зрения». 
 
Решение. Найдем время жизни мезона в лабораторной системе отсчета К  
τ / .l v  Используя соотношение (1.30), связывающее собственное время жизни 
движущегося мезона с его временем жизни в системе К , получим 
2 2
0 2 2τ τ 1 1 1,4 мкс.
lv v
c cv
      
Расстояние, которое пролетел мезон в К -системе с «его собственной точки 
зрения», определяется формулой 
2
0 0 2τ 1 0,42 км.
vl v l
c
   
 
 
Задача 8.8. Стартовавшая с Земли воображаемая космическая ракета 
движется с ускорением a’ = 10 g, одинаковым в каждой инерциальной системе, 
мгновенно сопутствующей ракете. Разгон продолжался по земному времени 
τ 1  год. Найти, на сколько процентов отличается скорость ракеты от скорости 
света в конце разгона. Каков путь, пройденный ракетой к этому моменту? 
 
Решение. Воспользуемся  формулой (1.20), связывающей между собой 
ускорения в системах К и К’,  в которой  учтем, что  
const,   ,    .x x x
dv
a a a a V v v
dt
      
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3 3
2 22 2
2 2
.
1 1
dv
a dta
v v
c c
  
   
    
   
 
Преобразуем это выражение к виду 
3
2 2
2
1
dv
a dt
v
c

 
 
 
 
и проинтегрируем его  
3
2 20 0
2
.
1
v tdv
a dt
v
c

 
 
 
   
Интегрирование правой части является элементарным и дает  .a t
 
Интеграл в 
левой части этого выражения является табличным: 
 
3 2
2 20
2
2
.
11
v dv v
vv
cc

        
  
Проводя соответствующие подстановки приходим к равенству 
2
2
,
1
v
a t
v
c

 
 
 
 
откуда получаем зависимость скорости ракеты от времени  
 
2
2
.
1
a t
v
a t
c


 
 
 
 
 
 Проанализируем полученное выражение. При t   
2 2/ 1a t c  и, 
следовательно,  
2 21 / / ,a t c a t c    поэтому .v c  
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При τt   
 
2 2
.
1 /
a t
v
a t c



 Для ответа на вопрос о том, на сколько процентов скорость ракеты в конце 
разгона отличается от скорости света, необходимо найти отношение 
   
2 2 22 2
τ τ 1
1 1 1 1 0,47 %.
1 τ / τ
1
τ
c v v a a
c c c a c c a c
a
 
        
    
   
 
 Найдем путь l, пройденный ракетой за время разгона. Для этого 
воспользуемся соотношением  
 
22τ τ
2 2
0 0
22
15
1
1 /
τ
1 1 8,6 10  м = 0,9 светового года.
a t c a t
l vdt dt
a ca t c
c a
a c
  
       
           
 
 
 
Напомним, что световой год – это расстояние, которое свет проходит за один 
год. Он равен 159,46 10  м.  
 Глава 9. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ДИНАМИКА 
§9.1. Импульс релятивистской частицы  
 Законы сохранения, как и другие фундаментальные законы природы, 
должны соблюдаться во всех инерциальных системах отсчета (ИСО), то есть 
быть инвариантными по отношению к преобразованиям Лоренца. Проверим, 
является ли инвариантным закон сохранения импульса, определяемого как 
произведение массы тела на его скорость: p mv . Рассмотрим неупругое 
лобовое столкновение двух одинаковых частиц массы m  в системе  отсчета  К,  
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связанной с их центром масс (рис. 9.1), в результате которого образовалась 
составная частица. Эта система отсчета обладает важным свойством – 
суммарный импульс частиц в этой системе отсчета равен нулю: 
1 2 1 2 0,p p mv mv                                                (9.1) 
1 2,v v   
где 1v  и 2v  – скорости частиц до столкновения, причем 1 2 .v vv   
 
По закону сохранения импульса будет равен нулю и импульс составной 
частицы после столкновения: 
 1 2 0,p m m u                                                  (9.2) 
где u  – скорость составной частицы после столкновения ( 0u  ). 
 Рассмотрим этот процесс в системе отсчета К  , которая движется 
относительно системы К со скоростью V вдоль оси х. Импульсы частиц до 
столкновения можно записать в виде 
1 1 2 2 ,    ,p mv p mv      
или в проекции на ось x : 
               1 1 2 2
2 2
,   .
1 1
x x x x
v V v V
p mv m p mv m
vV vV
c c
 
       
 
                   (9.3) 
Рис. 9.1 
V  
1v  2v  
K’ K 
O’
ˊ 
O 
x’ 
y’ 
z’ x 
y 
z 
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Найдем их сумму: 
   
2
2
1 2 2 2 2 2
2 2
1
1 1 2 .
1 1
x x
v
m vV vV cp p v V v V mV
c cvV vV
c c

    
             
       
    
   
 (9.4) 
 Проекция импульса составной частицы после столкновения будет равна 
                                                 2 2 .xp mu mV                                              (9.5) 
 Мы видим, что  
1 2 ,x x xp p p                                                  (9.6) 
т. е. в системе К   закон сохранения импульса не выполняется! (Выражение (9.6) 
становится равенством лишь при условии ,v V c ). 
 Как быть? Сомневаться в справедливости закона сохранения импульса 
оснований нет – об этом говорят все известные нам физические факты. Значит, 
определение импульса в виде  
dr
p mv m
dt
                                                    (9.7) 
годится только при условии v c . 
 Оказывается, что выражение, обеспечивающее инвариантность закона 
сохранения импульса, получается из (9.7), если заменить в нем время dt 
собственным временем частицы dτ  
2
2τ 1
vd dt
c
 
  
 
: 
2 2 2 2
.
τ 1 / 1 /
dr mdr mv
p m
d dt v c v c
  
 
                             (9.8) 
Здесь dr – перемещение частицы в системе отсчета, в которой определяется 
импульс частицы; dt – промежуток времени, определенный по часам в этой 
системе отсчета (в этой системе частица движется со скоростью /v dr dt ). 
 Замечание. Возникает естественный вопрос: как же закон сохранения 
импульса может представлять какую-либо ценность, если импульс 
определяется именно так, чтобы он сохранялся? Чтобы ответить на него, 
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0
8
0 0,5 1 1,5
p 
v/c 
Рис. 9.2 
представим себе частицу, которая при своем движении сталкивается с другими 
частицами. Рассмотрев первое столкновение, определим импульс так, чтобы 
выполнялся его закон сохранения в данном столкновении. Но при 
последующих столкновениях положение изменится: мы уже будем знать 
импульсы частиц, участвующих в этих столкновениях, и теперь закон 
сохранения импульса (если он действительно есть) будет выполняться уже не 
по определению, а в силу глубинных законов природы.  
 Опыт показывает, что так определенный импульс действительно 
подчиняется закону сохранения. По крайней мере до сих пор не обнаружено ни 
одного явления, где бы этот закон нарушался. 
 
 
 
 
 
 
 
Импульс частицы, определенный по формуле (1.8), называется 
релятивистским импульсом. На рис. 9.2 изображены зависимости от скорости 
релятивистского и нерелятивистского (ньютоновского) импульсов (сплошная и 
пунктирная линии соответственно) – по горизонтальной оси откладывается 
отношение скорости частицы v к скорости света с.  
Стремление релятивистского импульса к бесконечности при v c  
служит еще одним подтверждением предельного характера скорости света.  
 В научно-популярной литературе и в некоторых учебниках выражение 
(9.8) истолковывается следующим образом. Импульс, как и в ньютоновской 
механике, равен произведению массы на скорость: ,rp m v где rm  – так 
называемая релятивистская масса, зависящая от скорости по закону 
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2
21
r
m
c
m
v


. В этом случае инвариантную массу m называют массой покоя и 
обычно обозначают 0m . Сейчас в физике высоких энергий, в которой, в 
сущности, только и приходится сталкиваться с релятивистскими частицами, 
употребляется исключительно понятие инвариантной массы. Поэтому и мы не 
будем использовать понятие релятивистской массы. 
 Отметим в заключение, что понятие центра масс системы частиц как 
заданной точки пространства неприменимо в релятивистском случае. Это 
связано с тем, что выражение, определяющее положение этой точки, не 
инвариантно относительно преобразований Лоренца, и поэтому положение 
центра инерции относительно частиц, образующих эту систему, будет 
различным в различных ИСО. 
 Вместе с тем в релятивистской механике вводят понятие системы центра 
масс. Это система отсчета, в которой сумма импульсов частиц равна нулю. Из 
этого условия можно найти лишь скорость этой системы, но не положение ее 
центра. Мы увидим, что система центра масс удобна для решения многих задач.  
 
§9.2. Энергия релятивистской частицы  
 Воспользуемся вторым законом Ньютона для релятивистской частицы: 
2 21 /
dp d mv
F
dt dt v c
 
   
 
 
и найдем работу, совершаемую силой F

, при перемещении :dr vdt  
2 2 2 2
.
1 / 1 /
d mv mv
dA Fdr vdt vd
dt v c v c
   
        
    
                    (9.9) 
 По теореме о кинетической энергии, работа, совершенная над частицей, 
равна приращению ее кинетической энергии, поэтому 
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 
1/2
2 2 2 2 2
2 22 2
1 / 1 / /
1 /1 /
k
mdv v c mv v c vdv cmv
dW dA vd v
v cv c

   
       
 
   
2 2
3/2 3/22 2 2 2 2 2
1 /
.
1 / 1 / 1 /
v c mvdv
mv dv
v c v c v c
 
 
  
 
  
 
           (9.10) 
 При проведении этих расчетов мы учли, что 2,  .vdv vdv vv v   
Легко проверить дифференцированием, что 
 
2
3/2 2 22 2
,
1 /1 /
mvdv mc
d
v cv c
 
   
 
 
поэтому 
                                               
2
2 2
.
1 /
k
mc
dW d
v c
 
   
 
                                      (9.11) 
 Функции, дифференциалы которых равны, могут отличаться друг от 
друга только на постоянную величину, поэтому 
2
2 2
const.
1 /
k
mc
W
v c
 

 
Очевидно, что кинетическая энергия покоящейся частицы должна быть равна 
нулю. Отсюда следует, что константа должна равняться 2mc и поэтому 
                        
2
2 2
2 2 2 2
1
1 .
1 1
k
mc
W mc mc
v c v c
 
    
   
                   (9.12) 
Это на первый взгляд необычное выражение превращается в известную 
формулу 
2
2
k
mv
W  , если учесть, что в пределе  v<<c 
1 2
2 2
2 22
2
1 1
1 1 .
2
1
v v
c cv
c

 
     
 

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Как показывает опыт, в частности экспериментальный материал, 
накопленный в физике элементарных частиц, свободная частица, наряду с 
кинетической энергией обладает так называемой энергией покоя W0: 
                                               20W mc                                                    (9.13) 
Таким образом, свободная частица обладает энергией, которая называется 
полной энергией частицы W: 
                                   
2
0
2
2
.
1
k
mc
W W W
v
c
  

                                        (9.14) 
Полученное выражение носит название формулы Эйнштейна. 
Отметим, что в полную энергию W, как и в энергию покоя 0W , не входит 
потенциальная энергия частицы во внешнем силовом поле. Поэтому термин 
«полная энергия» имеет в релятивистской механике иной смысл, нежели в 
ньютоновской механике, где под полной энергией понимается сумма 
кинетической и потенциальной энергий частицы. 
Формулу (9.14) можно представить как 
2 2
2 21
mv c pc
W
v vv c
  

 
и тогда импульс частицы будет равен 
              
2
.
Wv
p
c
                                                   (9.15) 
§9.3. Взаимосвязь массы и энергии  
Согласно формуле (9.13) масса частицы и ее энергия покоя связаны 
соотношением 20W mc , из которого следует, что изменение массы частицы 
(или системы частиц) сопровождается изменением ее энергии покоя: 
          20W mc                                             (9.16) 
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 С другой стороны, взаимосвязь m и 0W  приводит к тому, что суммарная 
масса взаимодействующих частиц не сохраняется. В частности, масса ядра 
любого элемента оказывается меньше суммы масс нуклонов, образующих это 
ядро. Возникающий при этом дефект масс m  обусловлен существованием 
энергии связи свW , которая характеризует взаимодействие нуклонов в ядре: 
                                                            св
2
.
W
m
c
                                             (9.17) 
 При обычных макроскопических процессах изменение массы тел 
оказывается очень малым и практически недоступным для измерений. 
 Проиллюстрируем это простым примером. Пружину жесткости 
æ=105 Н/м сжали на Δl = 0,01м. При этом пружина приобрела энергию 
W=œ(Δl)2/2. Эквивалентное приращение ее массы Δm = W/c2 = 0,5·10-16 кг, что 
лежит далеко за пределами точности эксперимента. 
 Совершенно иначе обстоит дело в ядерной физике. Именно здесь впервые 
оказалось возможным экспериментально проверить и подтвердить закон 
взаимосвязи массы и энергии. Это обусловлено тем, что ядерные процессы и 
процессы превращения элементарных частиц сопровождаются изменениями 
энергии, сравнимыми с энергией покоя самих частиц. 
 Рассмотрим ядерную реакцию типа 
1 2 3 4Х Х Х Х   , 
где слева – исходные ядра, а справа – ядра – продукты реакции, и применим к 
ней закон сохранения энергии: 
     1 2 3 4W W W W   .                                         (9.18)   
Учитывая (см. (9.14)), что 20 k kW W W mc W    , перепишем выражение (9.18) 
в виде 
2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4k k k kmc W m c W m c W m c W        
и преобразуем его: 
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              23 4 1 2 1 2 3 4 .k k k kW W W W m m m m c                      (9.19) 
В левой части этого выражения стоит приращение кинетической энергии ядер 
этой системы – то, что называют энергетическим выходом ядерной реакции и 
обозначают буквой Q. В скобках правой части стоит величина Δm, 
характеризующая изменение суммарной массы ядер в ходе этой реакции, т. е.  
                                                       2.Q mc                                                   (9.20) 
Эта величина может иметь любой знак в зависимости от типа реакции. Все 
величины, входящие в эту формулу могут быть экспериментально определены, 
и тем самым можно проверить и само это равенство. 
 
Пример. Рассмотрим конкретную ядерную реакцию: 
7 1 4
3 1 2Li H 2 He.   
Измеренные массы этих ядер (в атомных единицах массы а.е.м.) равны 
соответственно 7,0160, 1,0078 и 4,0024 а.е.м. Нетрудно подсчитать, что в 
результате реакции суммарная масса ядер уменьшилась на 0,0190 а.е.м. 
Учитывая, что 1 а.е.м. соответствует энергии 931,4 МэВ, найдем 
энергетический выход реакции: Q = 17,7 МэВ. Этот результат совпадает с 
данными эксперимента. 
§9.4. Связь между энергией и импульсом релятивистской частицы  
 Воспользуемся формулой (9.8) для импульса частицы и преобразуем ее: 
2
2 2 2 2
2
,
v
p p m c
c
   
2 2 2
.
cp
v
p m c


                                             (9.21) 
Подставим это выражение в формулу для полной энергии релятивистской 
частицы (9.14): 
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 
2 2
2 2 2
2 2 2 2 2 2
.
1 1
mc mc
W c p m c
v c p p m c
   
  
           (9.22) 
Эта формула позволяет получить очень важный результат – из нее следует 
возможность существования частиц с нулевой массой. 
 Законы ньютоновской механики не допускают существование частиц 
нулевой массы. Такие частицы под действием ничтожно малой силы получали 
бы бесконечно большое ускорение. Однако существование таких частиц не 
противоречит законам релятивистской механики. 
  Действительно, при m = 0  W = cp. Пусть частица движется вдоль оси х. 
Тогда W = cpх. Воспользуемся известным уравнением, которое называется 
уравнением Гамильтона: xx pWv  , и применим его в нашем случае: 
  .x x x xv W p cp p c        
Таким образом, согласно теории относительности, частицы с нулевой массой 
могут существовать, но только двигаясь со скоростью света. Остановка 
подобной частицы равносильна ее поглощению (уничтожению). К числу частиц 
с нулевой массой принадлежит, например, фотон. 
 Преобразуем выражение (9.22): 
                                                    
2
2 2 2 2 ,W c p mc                                         (9.23) 
   2 2 2 20 .W p c W                                              (9.24) 
Правая часть этого выражения – квадрат энергии покоя частицы – не  зависит 
от скорости частицы и, следовательно, от выбора системы отсчета. Это значит, 
что то же самое можно сказать и о левой части выражения (9.24). Поэтому 
величина  
222 cpW   имеет одно и то же значение во всех инерциальных 
системах отсчета и представляет собой инвариант теории относительности: 
    2 2 2 inv.W p c                                              (9.25) 
И, наконец, преобразуем выражение (9.23) : 
229 
 
 
   
2 2
2 2 2 2 ,kmc W c p mc    
 2 2 22 ,k kc p W W mc   
                                                21 2 .k kp W W mc
c
                                         (9.26) 
Эта формула, выражающая импульс частицы через ее кинетическую энергию, 
является очень полезной при решении большого круга задач релятивистской 
механики. 
 Пример. Частица массы m, обладающая кинетической энергией Wk, 
налетает на покоящуюся частицу той же массы. Найдем массу М и скорость V 
составной частицы, образовавшейся в результате столкновения. 
  Воспользуемся инвариантом (9.25) и запишем его в виде 
   
2 22 2 2 2W p c W p c    , 
где нештрихованные величины в левой части относятся к лабораторной системе 
отсчета К, а штрихованные величины в правой части соответствуют системе 
отсчета К’, связанной с составной частицей, т. е. являющейся системой центра 
масс. 
 Учитывая, что W = Wk+2mc
2
, W
 ’=Мc2, p’= 0, а р определяется формулой 
(9.26), получим 
 2 21 2 2 2 1 2 .k kM m W mc m W mc
c
     
 Из этого выражения следует важный вывод: масса образовавшейся 
частицы больше суммы масс исходных частиц. Этот факт вполне понятен: в 
результате столкновения уменьшилась кинетическая энергия системы, 
соответственно возросла ее масса. 
 Для того, чтобы найти скорость составной частицы воспользуемся 
формулой (9.15), применив ее для системы двух частиц. При этом W = Wk + 
+2mc
2, а скорость v в данном случае будет представлять собой скорость V 
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движения центра масс, которая, естественно, совпадает со скоростью 
движения составной частицы: 
 22
2 2
2
.
2 1 2
k k
k k
c W W mcpc c
V
W W mc mc W

  
 
 
§9.5. Преобразования Лоренца для импульса и энергии  
 Пусть частица движется со скоростью  v = dl/dt  в  К-системе отсчета. Из 
формулы (8.28) следует, что элементарный интервал 
     
22 22 1 .vds c dt dl cdt
c
     
Имея в виду это выражение, представим проекции импульса и энергию в 
следующем виде: 
 
2
 ,
1
x
m dx dx
p mc
dt dsv
c
 

 
 ,       ,y z
dy dz
p mc p mc
ds ds
   
 
2 2
3
2
 .
1
mc dt dt c dt
W mc mc
dt ds dsv
c
  

 
Из инвариантности интервала  ds  сразу следует, что при переходе к другой 
инерциальной системе отсчета  px , py и pz  преобразуются подобно  dx , dy  и  dz, 
то есть подобно  x, y  и  z, а энергия  W – подобно  с2dt , то есть времени t. Делая 
эту замену в преобразованиях Лоренца (1.12), сразу получим искомые 
преобразования: 
 
2
2
 ,      ,  ,  
1
x
x y y z z
WVp
cp p p p p
v
c

    

                          (9.27) 
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 
2
,
1
xW p VW
v
c

 

                                         (9.28) 
где  V – скорость  К’- системы относительно системы К. 
 Эти формулы выражают закон преобразования проекций импульса и 
энергии частицы при переходе из одной системы отсчета в другую.  
 
 §9.6. Силы и ускорения в теории относительности  
 По второму закону Ньютона  
2 2 2 2 2 2
1
.
1 / 1 / 1 /
dp d mv d ma
F mv
dt dt dtv c v c v c
   
         
     
         (9.29) 
Воспользуемся формулой (9.11) 
2
2
2 2 2 2
1
1 / 1 /
k
mc
dW d mc d
v c v c
   
       
    
 
и преобразуем ее к виду: 
2 22 2
1 1
.
1 /
kdWd Fv
dt dtmc mcv c
 
   
 
                            (9.30) 
Здесь мы учли, что согласно теореме о кинетической энергии  .kdW dA Fdr    
Подставим (9.30) в (9.29) 
 2 2 2
1
1 /
ma
F Fv v
c v c
 

 
и найдем ускорение частицы: 
  2 2
2
1 / .
FvF
a v v c
m mc
 
   
 
 
                                  (9.31) 
 Мы получили важный результат: вектор a  равен разности двух векторов, 
один из которых сонаправлен с вектором силы F , а второй – с вектором 
скорости частицы v . Таким образом, в общем случае направление вектора 
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ускорения не совпадает с направлением действия силы! Этот результат 
превращается в известную формулу /a F m лишь в пределе  v<<c. 
Рассмотрим два важных частных случая, когда вектора a  и F  совпадают 
по направлению. 
1. Вектор силы сонаправлен с вектором скорости (продольная сила). В этом 
случае   2Fv v Fv   и выражение (9.31) принимает вид 
 
3/2
2 2 .1 /
F
a v c
m
                                       (9.32) 
Это ускорение сонаправлено с вектором скорости и является тангенциальным 
ускорением τa . Оно характеризует изменение скорости по величине. 
2.  Вектор силы перпендикулярен вектору скорости (поперечная сила). При 
этом 0Fv   и формула (9.31) принимает вид 
 
1/2
2 2 .1 /
F
a v c
m
                                        (9.33) 
Это ускорение направлено перпендикулярно вектору скорости и является 
нормальным .na  Оно характеризует изменение скорости по направлению. Мы 
видим, что 2 2τ 11 / ,
n
a
v c
a
   т.е. аτ < аn . Это значит, что поперечная сила 
сообщает частице большее ускорение, чем продольная, равная ей по величине. 
Это, кстати, приходится учитывать при расчетах циклических и линейных 
ускорителей. 
 
 Задачи к главе 9 
 Задача 9.1.  Какую работу надо совершить, чтобы увеличить скорость 
частицы с массой  m  от 0,60 с  до  0,80 с? Сравнить полученный результат со 
значением, вычисленным по нерелятивистской формуле. 
 
233 
 
 
 Решение. По теореме о кинетической энергии изменение кинетической 
энергии частицы равно работе сил, действующих на нее, поэтому 
kA W  . 
В релятивистском случае кинетическая энергия определяется формулой (9.12), 
и мы сразу же получаем ответ 
2 2
2 2
2 1
2 2
1 1
0,42 .
1 1
A mc mc
v v
c c
 
 
   
 
  
 
 
В случае нерелятивистском 
2 2
22 1 0,14  .
2 2
mv mv
A mc    
 
 Задача 9.2. Пучок релятивистских частиц с кинетической энергией Wk  
падает  на поглощающую мишень. Сила тока в пучке равна I, заряд и масса – е 
и m. Найти силу давления пучка частиц на мишень и выделяющуюся в ней  
мощность Р. 
 
  Решение. На первый вопрос этой задачи мы ответим очень просто, если 
применим второй закон Ньютона и формулу (9.26): 
 22 .k k
p p N p N e pI I
F W W mc
t t t e e ec
  
     
  
 
Поясним, что ΔN – это число частиц, падающих на мишень за время  Δt , ΔNе – 
заряд, попадающий на мишень за это время, значит  ΔNе/Δt – сила тока в пучке. 
 Когда говорят про мощность, то обычно вспоминают работу, время и так 
далее. Здесь идет речь о другом. В мишени выделяется энергия, и мощность в 
данном случае – это энергия, выделяемая в ней в единицу времени. Поэтому 
k k k kW W N W N W IeP
t t t e e
  
   
  
. 
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 Задача 9.3. Частица массы m движется вдоль оси х по закону 
222 tcdx  , где d – постоянная; с – скорость света; t – время. Найти силу, 
действующую на частицу. 
 
 Решение. Для начала найдем скорость частицы 
 
1
2 2 2 2 2dxv c t d c t
dt

    
и ее импульс 
2
2
21
mv mc t
p
dv
c
 

. 
Нам осталось найти силу: 
                                                   
2
.
dp mc
F
dt d
                                           
Сила – постоянная. Любопытно, кстати, – скорость стремится к определенному 
пределу (к скорости  с) и практически устанавливается, а импульс продолжает 
расти по линейному закону. 
 
Задача 9.4.  Нейтрон с кинетической энергией Wk =2mc
2, где m – его 
масса, налетает на другой, покоящийся нейтрон. Найти в системе  их центра 
масс: 
а) суммарную кинетическую энергию kW   нейтронов; 
б) импульс p  каждого нейтрона. 
 
 Решение. воспользуемся инвариантом (9.25) который запишем в виде 
                                            2 2 2 2 2 2W p c W p c    ,                                          (1)              
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где слева стоят энергия и импульс двух нейтронов в лабораторной системе 
отсчета, а справа – энергия и импульс этих нейтронов в системе отсчета, 
связанной с их центром масс. 
 Запишем их в явном виде. 
                              2 2 202 2 2 4kW W W mc mc mc     .                               (2) 
В этом выражении мы учли, что в лабораторной системе отсчета один из 
нейтронов покоится, а второй движется и обладает кинетической энергией Wk. 
Импульс этого нейтрона (и, значит, всей системы) равен (см. (9.26)) 
                                   21 2 2 2k kp W W mc mc
c
   .                            (3) 
 В системе центра масс нейтронов их суммарный импульс равен нулю: 
р=0, а энергию можно записать в виде 
                                      202 2k kW W W mc W       .                                 (4) 
 Подставим (2) – (4) в (1) и получим ответ на первый вопрос задачи: 
 
2
2 4 2 4 216 8 2 km c m c mc W    , 
 22 2 1kW mc   . 
 Для того, чтобы ответить на второй вопрос, учтем, что в системе центра 
масс импульсы нейтронов равны по величине, следовательно равны и их 
кинетические энергии. А это значит, что мы можем найти кинетическую 
энергию одного нейтрона 
 21 2 1kW mc    
и по формуле (9.15) найти его импульс: 
    2 2 41 12 2 1 2 1k kp W W mc m c mc
c с
       . 
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Задача 9.5. Так как период обращения электронов в однородном 
магнитном поле с ростом энергии резко увеличивается, циклотрон оказывается 
непригодным для их ускорения. Этот 
недостаток устраняется в микротроне (рис. 9.3), 
где изменение периода обращения электрона ΔТ 
делают кратным периоду ускоряющего поля Т0. 
Сколько раз электрону необходимо пройти 
через ускоряющий промежуток микротрона, 
чтобы приобрести энергию W = 4,6 МэВ, если 
ΔТ = Т0, индукция магнитного поля В = 107 мТл 
и частота ускоряющего поля ν = 3000 МГц? 
 
Решение. Рассмотрим изменение периода обращения электрона, которое 
возникло при прохождении им n-го и n-1-го оборотов. Для этого вспомним 
формулу, которая описывает зависимость периода обращения заряда в 
поперечном магнитном поле: 
2π
,
m
T
qB
  
где m – масса заряда q; В – индукция магнитного поля. С учетом 
релятивистского изменения массы получим 
2
2
2π
1 .
m vT
сqB
   
Тогда  
              1 2 2
1
2 2
2 1 1
,
1 1
n n
n n
m
T T T
qB v v
c c


 
 
     
 
  
 
                   (1) 
где vn и vn-1 – скорости электрона при прохождении им n-го и n-1-го оборотов.                           
А теперь обратимся к формуле (9.12) и преобразуем ее к виду       
Рис. 9.3 
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Подставим это выражение в формулу (1) и получим 
 12 2
2π 2π
,n nT W W W
qBс qBс
      
или                                        
2
,
2π
qBс
W T                             
где Wn и Wn-1 – кинетические энергии электрона  при прохождении  им n-го и n-
1-го оборотов, ΔW = Wn –Wn-1.  Далее учтем, что ΔТ=Т0 =1/ν , и найдем число 
оборотов N по понятной формуле: 
2
2π
9.
W vW
N
W qBс
  

 
 
Задача 9.6. Чтобы в циклотроне не возникала расстройка, вызванная 
изменением периода обращения частицы при возрастании ее энергии, медленно 
изменяют (модулируют) частоту ускоряющего поля. По какому закону надо 
изменять эту частоту ω( )t , если индукция магнитного поля постоянна и равна В 
и частица приобретает за один оборот энергию W . Заряд частицы q, масса m. 
Решение. Итак, мы хотим разогнать частицу до релятивистских 
скоростей. При этом ее период обращения начинает зависеть от скорости 
частицы по закону 
2
2
2π
.
1
m
T
vqB
с


 
Кинетическая энергия релятивистской частицы определяется формулой 
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Посчитаем скорость изменения кинетической энергии, то есть возьмем ее 
производную по времени 
 
3/22
2
.
1
kdW mv dv
dt dtv
c


 
С другой стороны, скорость изменения кинетической энергии частицы можно 
определить как отношение 
2
21
.
2π
vWqB
W c
T m
 
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  
Приравняем правые части этих выражений 
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преобразуем их и проинтегрируем полученное равенство: 
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и мы получаем окончательное выражение 
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которое можно записать в более компактной форме, если ввести обозначения 
0
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В заключение отметим, что частицы в фазотроне ускоряются до энергий 
порядка 1 ГэВ (на два порядка больше, чем в циклотроне!) и ограничения 
определяются в основном размерами фазотрона, так как с увеличением 
скорости частиц растет радиус их орбиты. 
Циклотрон применяют для ускорения тяжелых заряженных частиц – 
протонов и ионов. Использовать циклотрон для ускорения легких частиц 
(например, электронов) не эффективно – у них малая масса, они быстро 
разгоняются до больших скоростей, возникают релятивистские эффекты и 
появляется расстройка, о которой мы уже говорили выше. Для их ускорения 
применяют другие устройства – одно из них, микротрон, мы рассмотрели в 
предыдущей задаче.  
 
 Задача 9.7. Симметричное упругое 
рассеяние. Релятивистский протон с 
кинетической энергией  Wk  испытал упругое 
столкновение с покоившимся протоном, в 
результате чего оба протона разлетелись 
симметрично относительно первоначального 
направления движения. Найти угол между 
направлениями движения протонов после 
столкновения. 
 
 Решение. При симметричном разлете протонов их импульсы и энергии 
должны быть одинаковы по модулю. Это сразу видно из треугольника 
импульсов (рис. 9.4), выражающего закон сохранения импульса. Из этого 
треугольника, согласно теореме косинусов, следует 
2 2 2
1 2 1 22 cosθ,p p p p p    
или с учетом равенства  р1 = р2  
Рис. 9.4 
1р  
2р  
р  
θ 
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2
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   
Воспользуемся формулой (9.26) и учтем, что Wk = 2Wk1, где  Wk1 – кинетическая 
энергия каждого протона после столкновения. Тогда 
 
 
2 22
2 22
1 1 1
2 2
2 .
2 42 2
k k k
kk k
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Нам осталось получить ответ: 
2
cosθ  .
4
k
k
W
W mc

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Заметим, что в отличие от нерелятивистского случая, когда  θ = 90°, здесь  
θ<90°. 
 
 Задача 9.8. Фотон с энергией  ε испытал 
рассеяние на покоящемся свободном 
электроне. Найти энергию  ε’  рассеянного 
фотона, если угол между направлениями 
движения рассеянного и налетающего фотонов 
равен  θ .   
 
 Решение. При описании этого процесса воспользуемся законами 
сохранения энергии и импульса: 
ε ε ,    ,e eW p p p      
где  Wе  и  ер  – кинетическая энергия и импульс электрона отдачи, р  и р  –  
импульсы налетающего и рассеянного фотонов. Из треугольника импульсов 
(рис. 9.5), согласно теореме косинусов, следует, что 
2 2 2 2 cosθ .ep p p pp     
Рис. 9.5 
ep  
p  
p  
θ 
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Подставим сюда  p = ε/c,  ε /p c   (см. формулу (9.22)) ,а также воспользуемся 
выражением (9.26): 
 2 2 22 ε ε 2εε cosθ ,e eW W mc       
и проведем несложные преобразования: 
  2 2 2ε ε ε ε 2 ε ε 2εε cosθ ,mc          
    21 cosθ εε ε ε   ,mc     
2
2
2εε
sin θ / 2 ε ε ,
mc

   
2
2
ε
ε .
2ε
1 sin θ / 2
mc
 

 
 Эта задача, кстати, посвящена очень важному эффекту, который получил 
название эффекта Комптона. Комптон исследовал рассеяние рентгеновских 
лучей на различных веществах и обнаружил, что в рассеянных лучах наряду с 
излучением первоначальной длины волны  λ  (кванты с энергией  ε), содержатся 
лучи с большей длиной волны  λ’ (кванты с энергией  ε’ < ε). Эта особенность 
проявлялась особенно отчетливо, когда рассеяние рентгеновских фотонов 
происходило на практически свободных электронах, слабее всего связанных с 
атомами. Эти исследования доказали корпускулярные свойства рентгеновского 
излучения и подтвердили его электромагнитную природу. 
 
 Задача 9.9. Два протона движутся навстречу друг другу с одинаковыми 
кинетическими энергиями Wk (в К-системе отсчета). Найти кинетическую 
энергию  Wk’  одного протона относительно другого. 
 
 Решение. Воспользуемся инвариантностью величины W2 – p2c2 
(см. формулу (9.25)), записав ее в  К-системе (она является одновременно и 
системой центра масс), и в системе отсчета  К’, связанной с одним из протонов: 
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2 2 2 2 2 2.W p c W p c     
Рассмотрим члены, входящие в это равенство. В системе  К  энергия протонов 
определяется суммой их кинетических энергий (они равны) и энергий покоя: 
 22 ,kW W mc   
а их суммарный импульс равен нулю (К-система является системой центра 
масс). В системе К’ один протон покоится, а второй движется, обладая 
кинетической энергией  W’k , поэтому  W’ =W’k +2mc
2. Суммарный импульс 
этих протонов в системе К’ равен импульсу одного протона (второй – 
покоится), и с учетом формулы (9.26) 
 21 2  .k kp W W mc
c
     
Исходное равенство принимает вид 
      
2 2
2 2 22 2 2  ,k k k kW mc W mc W W mc        
откуда 
 2 22 2 / .k k kW W W mc mс    
Полученный результат заслуживает того, чтобы обсудить его более 
подробно. Пусть кинетическая энергия протонов в К-системе Wk = 50 ГэВ,  mc
2
 
для протона порядка 1 ГэВ. Тогда W’k = 5·10
3
 ГэВ! Возможность получения 
такого большого «выигрыша» в энергии лежит в основе метода встречных 
пучков на современных ускорителях. 
 
 Задача 9.10. Пороговая энергия (минимальная энергия, необходимая для 
осуществления данного процесса). Найти пороговую энергию ε  фотона для 
рождения пары электрон-позитрон в поле покоящегося ядра массы   M. 
 
 Решение. Вновь воспользуемся инвариантностью величины  W2 – p2c2  
(формула (9.25)) и запишем ее до взаимодействия в  К-системе (в ней ядро 
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покоится), а после взаимодействия – в системе отсчета К’, которая  является 
системой центра масс ядра и пары электрон-позитрон:   
2 2 2 2 2 2  ,W p c W p c     
 2 2ε ,     ε /  ,    2  ,    0 .kW Mc p c W M m c W p          
В дополнение к данным в условии обозначениям отметим, что  m – это масса 
электрона (позитрон имеет такую же массу), импульс фотона  р  мы определили 
из формулы (9.22), а  p  – это суммарный импульс ядра и родившейся пары 
электрон-позитрон. Он равен нулю, так как К’ –  это система центра масс. kW  – 
суммарная кинетическая энергия частиц в К’- системе. Учтем, что на пороге 
реакции ( ε ε ) она равна нулю. 
 Тогда 
   
2 22 4ε ε 2 ,Mc M m c     
и после несложных преобразований мы получает ответ 
2ε 2 1 .
m
mc
M
 
  
 
 
Видно, что для рождения пары энергия фотона должна быть больше,  чем 2mc2 .  
 В основе этой задачи лежит очень важное явление, связанное с 
распространением в веществе жесткого электромагнитного излучения, которое 
сопровождается рождением электрон-позитронных пар в поле атомных ядер. 
Для их рождения необходимо, чтобы энергия фотона была  больше,  чем 
2mc
2
 = 1,02 МэВ (при этом наименьшая частота фотона должна быть порядка 
2,5·1020 Гц, а длина волны – меньше, чем 1,2·10-12 м). подчеркнем, что если 
фотоэффект и эффект Комптона происходят в результате столкновения фотона 
с электронами, то рождение пар происходит при столкновении фотона с ядром. 
 Чтобы выяснить, какую роль в этом процессе играет ядро, рассмотрим 
возможность рождения пары в вакууме. Пусть импульс фотона р , импульс 
электрона  1р   и импульс позитрона 2.р   По закону сохранения импульса
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1 2р р р  , следовательно р ≤  р1 +р2. С другой стороны, по закону сохранения 
энергии  ε = W1 +W2 . С учетом формулы (9.22) это равенство принимает вид  
2 2 2 2
1 2 ,cp c p mc c p mc     
из которого следует, что р > р1 +р2. 
 Эти взаимно исключающие друг друга неравенства указывают на то, что 
рождение электрон-позитронной пары в вакууме противоречит законам 
сохранения энергии и импульса. Этого противоречия не возникает, если вблизи 
фотона оказывается массивное ядро. При столкновении с фотоном ядро 
забирает у него избыток импульса, но при этом практически не влияет на 
энергетический баланс. В этих условиях рождение пары не противоречит 
законам сохранения. 
 Электрон-позитронная пара может возникнуть и из двух фотонов без 
участия ядер, но регистрация этого процесса сильно затруднена. 
 
 Задача 9.11. Распад движущейся частицы. Релятивистский π0–мезон 
массы m распался на лету на два γ-фотона с энергиями ε1 и  ε2 (в лабораторной  
К-системе отсчета). Найти угол θ между направлениями разлета этих γ-
фотонов. 
 
 Решение. Воспользуемся инвариантностью выражения W2 – p2c2 и 
запишем его в системе центра масс мезона до распада, и в  К-системе после 
распада: 
   
2 22 4 2
1 2 1 2ε ε ,m c p p c     
где  1р   и  2р  – импульсы  γ-фотонов. Преобразуем вторую скобку в правой 
части 
 
2 2 2
1 2 1 2 1 22 cosθp p p p p p     
и учтем, что  р1 = ε1/с ,  р2 = ε2/с . Тогда 
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 2 4 21 2 1 22ε ε 1 cosθ 4ε ε sin θ / 2 .m c     
Получаем ответ 
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1 2
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